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RECHERCHES 


LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES 

DANS LES MILIEUX. RESISTANTS. 



Tollunlur in allum 

Uilap.su graviorc ruant 

I . Newton est le premier qui ait fait des recherches sur 
les trajectoires dans les milieux résistants ; il assigne parti- 
culiérement celle qui a lieu dans l’hypothèse de la résistance 
proportionnelle à la simple vitesse; mais il ne donne que 
des approximations assez grossières pour la trajectoire qui a 
lieu lorsque la résistance est proportionnelle au carré de la 
vitesse. S’il n’a pas donné la vraie construction de cette 
courbe, c’est sans doute parce qu’il l’a jugée trop compli- 
quée pour que la pratique en pût tirer quelque avantage ; 
car il n’est pas à présumer que ce petit problème d’analyse 
eût arrêté l’inventeur des nouveaux calculs. Quoi qu’il en 
soit , l’honneur de la découverte est due à Jean Bernouilli , 
qui en a publié une solution générale, en supposant la ré- 
sistance comme une puissance quelconque de la vitesse. 

UJSSbJU ATION SUR LA BALISTIQUE. 1 
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2 

Longtemps après, M. Euler a repris la môme question dans 
les Mémoires de l’académie de Berlin pour l’année 1753; 
son but est d’appliquer la théorie à la balistique, et il pro- 
pose pour cela des moyens fort ingénieux. 

Dans les Mémoires de la même académie pour l’année 
1765 et ailleurs on trouve des recherches fort étendues de 
M. Lambert , sur le même objet. M. le chevalier de Borda, 
dans les Mémoires de l’académie des sciences de Paris pour 
l’année 1769 , a traité celle question avec son élégance et sa 
finesse ordinaires; d’après l’idée de Newton, il substitue à la 
vraie trajectoire celle qui serait décrite en vertu d’une den- 
sité très-peu variable , et il obtient par ce moyen une ap- 
proximation fort supérieure à celle de Newton. Enfin M. Be- 
zout, dans son Cours d’artillerie qui a paru en 1772, a fait 
une application plus particulière des méthodes qui lui sont 
propres au jet des bombes et des boulets. 

Tels sont les principaux auteurs qui ont écrit sur cette 
matière. Heureux si, en profilant de leurs découvertes , j’a- 
vais pu remplir les vues de l’académie. 

ÉQUATION DU LA TRAJECTOIRE. 


2. J’appelle l’angle de projection PAV (Jig. 2). . . 6 

La vitesse de projection V 

La hauteur due à cette vitesse h 

La gravité ou la vitesse qu’elle imprime dans une 

seconde y 

La vitesse à un point quelconque M u 

La hauteur due à cette vitesse a 

L’angle que fait en M la direction du mobile avec 
l’horizon <? 
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SUR LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES. O 

L’élément du temps dx 

Puis à l’ordinaire. AP = x, PM = y, AM = s. 
La résistance du milieu- étant supposée proportionnelle au 

- J l • 1 . • u* 2 

carre de la vitesse, je la représenterai par— ou g. La (juan- 

tité k désignera la hauteur due à la vitesse avec laquelle le 
mobile éprouve une résistance égale à son poids. Si le milieu 
est d’une densité uniforme, k sera constant; mais si la den- 

1 

sité est variable, ^ sera variable aussi et proportionnel à la 
densité. 

5 . Cela posé, la force retardatrice en M sera - 7 . — sui- 
r 2 k as 

vant PA, et ^7 . ^ + g suivant MP. On observera que dans 

Zli (l s 

cette dernière force, au lieu de g, il faudrait mettre 


(‘-O’’ 


si la densité â' du fluide était comparable à la densité S du 
corps. Mais dans le jet des bombes et des boulets, on peut 
S' 

en toute sûreté négliger - . On aura donc, suivant les prin- 

O 

cipes de la mécanique , 


dh\=- u i.^dt 

\dx) 2fc ds 

Faisant dy—pdx, et supposant dx constante, ces équations 
deviendront 

dxdp — — gdi 1 
kddp — dpcU. 
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f-a seconde est l’équation de ia trajectoire, l’autre donnera 
la vitesse et le temps du mouvement. 

i 

. 4. Nous supposerons que la densité ^ est constante, et dans 

celte hypothèse l’équation kddp = dpds aura pour intégrale 
« 

= Ae *. 


Pour déterminer ia constante A, on prendra l’équation 
dpdx= — g dû , qui donne ^ ; et comme au point 

de projection la vitesse horizontale =\ cos. 6, on aura 


A = • 


V* cos.* 0 


»ïàcos. 2 0 


, donc 


dp . e * 

dx 2/» cos. 2 6 

Un aura en même temps la hauteur due à la vitesse en M. 
Acos. 2 0 - 4. 

* = Y~e * 

COS. 2 » 


5. L’équation différentielle qu’on vient de trouver étant 
multipliée par ds et intégrée donnera 


e * = 1-1- 


h cos. 2 0 /sin. 0 * _ . . A 

“T -lHS^ + l “ e<45 +î,) j 


h cos. 2 0 

k 


b^l + PP +L(p+ V'I+W')]’ 


d’où résultera en éliminant e* et séparant , 

dx — dp 

2A + L laug. (45° + j ô ) ■ — p V( 1 * W ) - - PV))- 
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SUR LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES. S 

On en conclurait aussi la valeur rie prix ou de dy. Mais 
malheureusement les formules ne sont pas intégrables, et ne 
se prêtent pas même aux approximations, si ce n’est dans un 
très-petit nombre de cas. 

6. Si le milieu ne résiste pas, ou du moins si la vitesse de 
projection est assez petite pour que ^ soit considérée comme 
nulle, on aura 

dx— — 2 h cos. 2 0 . dp. 


Donc 


p = tang. 0 


x 

2 li cos. 2 0’ 


et 


y=x tang. 


xx 

4 h. cos. 2 0 ’ 


Equation à la parabole, d’où l’on déduit la hauteur du jet 
— h sin. 2 0, et son amplitude = 4 li sin. 0 cos. 0. 

7. Si la résistance du milieu, sans être absolument nulle, 
est assez petite, eu égard à la vitesse de projection, pour 

qu’on puisse rejeter les puissances de ^ supérieures à la pre- 
mière, on aura assez exactement, 


dx , Acos. 2 6 , 
= d P î — ^ 


2ftcos. 2 9 
! fecos. 2 9 

“i T. 


(âT e + L, “8-< 45 ”+^) 


dp(pVl+pp + L(p+ V\ + Wj), 


dont l’intégrale est 


x 


5TOT.' î î = " ans -*-''- 


h cos. 2 o/ sin. 0 
k \cos. 2 0 


+ L tang. 
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'(* + PP) 


V i + pp 

1 

3 9 cos. 9 


(45» + (t.9 — p) — 

+ PL(P+ V'I+^î) + ' (3—7 

+ lang. 9 L tang. (45" -f { 9)^. 

Traitant de même la valeur de dy ou de pdx, on trouvera 

y t.* 9 — p* 

2 h cos. 1 9 2 

A cos.* 0 / sin. 9 


A cos. 3 0 /2p 3 — p , 4pp-4-t \ 

k ^ 8 8 MP + V^4+PP)J 

heos. J 8 /2 Une. 3 8 — Ung. 9 -i Une. 3 8 4- 1 . , , ,\ 

+ — { — V cos.8 — + — 8 . 

Si on fait p=o, on aura la hauteur du jet, 

. . A^cos. 4 o/2tang. 3 0-f- tang.O \ 

g-( co» . ■ 

Si on fait y—o pom avoir l’angle de chute, on trouvera 
sa tangente p 

a hcos.'ofït.H—i , 4ï. î 9+1, 

— — tang.O — I — -f — -ltang.(45°-|-79). 

k \8cos. 0 8 tang. 9 ' / 


Substituant cette valeur dans celle de x, on aura l’ampli- 
tude du jet 


vfc sln. 0 cos. 0 - 


th 1 cos .»fl ( K tant.* 0 + 1 12 tint-* 0 — 1 


1 co».*9 f 

k V 


«CM. fj 


8 lang 


L MM» + ;• ai). 
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SUR LA TRAJECTOIRE UES PROJECTILES. 7 

On pourrait, avec un peu de patience, pousser le calcul 

li 2 

jusqu’aux quantités de l’ordre -r^, et les formules qui en ré- 

K 

sulteraient pourraient s’appliquer dans différents cas du jet des 

bombes où ^ est sensiblement au-dessous de l’unité. 
k 
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M 


LA TRAJECTOIRE. 

♦ 


8. Soit ASB { fiy. l rc ) In vraie trajectoire «lu mobile, AS'B' 
celle qu’il aurait décrite dans le vide avec lu même vitesse et 
le même angle de projection. Soient pris dans ces trajec- 
toires deux points N et N' où les tangentes soient parallèles, 
la formule trouvée (5) donnera 



propriété qui établit une correspondance remarquable entre 
ces deux trajectoires. 

9. Si on veut savoir ce que devient la courbe ASB prolongée 
du cfilé de A au-dessous dé l’horizontale A B ( Jlq . 2) , on fera 
AN et AN' n«'gatifs dans l’équation précédente, ce qui donnera 



D’où il suit qu’en prenant sur la parabole l’arc AN '=fc 


N 


Digitized by Google 



RECHERCHES SUR LA TRAJECTOIRE RES PROJECTILES. 0 
et menant la tangente N'V', la trajectoire BAN aura une 
asymptote XZ parallèle à N'V'. 

40. — Si on prend l’arc parabolique An' de plus en plus 
grand, l’arc correspondant An de la trajectoire augmentera 
aussi , mais beaucoup moins rapidement. Donc An' étant in- 
lini, An le sera aussi. Mais l’infini logarithmique étant du 
dernier ordre, on voit que la courbe Bn ne tardera pas à se 
confondre avec une ligne verticale, et quelle doit avoir par 
conséquent une asymptote verticale. 

11 • — C’est ce dont on achèvera de se convaincre en con- 
sidérant le mouvement d’un corps lancé suivant la direction 
An ( fig . 4), qui fait avec l 'horizontale un angleO' déjà fort près 
de 90°. Dans ce cas nous appellerons DM, y, et tang. AMQou 
dy 

~[ X ~P : P se,a une quantité fort grande et qui augmente 

jusqu’à l’infini. 

Nous aurons alors 


ilp / 1 + pp — 


; * ds' 


2fe'cos. , 0' 


i 


J* 


mais comme on peut mettre sans erreur sensible p au 


lieu de y/ 1 -\-pp, on aura en intégrant pp — tang. a <)' 
k 


/l'coS.'V 

— 

Eliminant e * , on a 
ilx 


dp 


1k , k—h's in.* O'’ 
PP- 


/»' cos. 1 0' 


Or il est aisé de démontrer que ^ ^ 8 '„ n ', ^ est une 


h' cos.' 1 0' 






*w 

# 


m I 


W' . 
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10 RECHERCHES 

quantité positive; je l'appelle m*, et j’ai en intégrant 

mx p tang. 9 „ , , , , . 

— =arctang. ~ — arc tang. — - — , doù résulte x égale 

à, une quantité finie lorsque p est infini. Donc la courbe 
AM a une asymptote verticale DY. Il en est de même de la 
courbe Bn (fuj. 2), puisque, à une distance assez petite de B, 
l’angle de la courbe avec l'horizontale est déjà fort près 
de 90°. 

12. — Quant à la proposition avancée, queA — A' sin.* 8' 
est une quantité positive, on pourrait se dispenser de la dé- 
montrer, puisque cette quantité étant supposée négative, 
, dx dp 

1 équation indiquerait toujours une asymp- 

tote verticale. Cependant si on en voulait la démonstration , 

on appellerait — 0' la valeur de <p et A' celle de z au point 

— 

N ( fig . 1); on aurait (4), A' cos.* 9'=Acos.* 9 e * ; 


. , ,, . , . r/ r A cos. *9 sm.*8\ 

donc k — A' sin.* 9 ’ = ke * ( e k 7 . — ; 

\ k cos. *8'/ 


et comme e * = 1 -j- 


Acos.* 6 / sin. 8 




+ 


A cos.* 9 / sin/ 9 


(^ + L “*-< 45 °+i'4 


.. . . 4 A cos.* 9 sin.* 8' 

il est clair que e k . — est nécessairement 

k cos. * 9 

positif. 

15. — Puisque notre trajectoire a deux asymptotes, l’une 
verticale, l’autre qui fait avec l’horizon un angle plus grand 
que 8, elle ressemble assez à une hyperbole dont une asymp- 
tote serait verticale^ . 5). Newton cherche dans ses Principes 
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SUR LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES. H 

quelle doit être la densité du milieu pour que l’hyperbole 
soit la vraie trajectoire du mobile. Ce problème est facile à 

1 

résoudre par l’équation kddp — dpds, dans laquelle -7- peut 

K 

représenter la densité, car l'équation de l’hyperbole étant 
de cette forme. 


y=- 


ax — x 1 b 


— tang. 0 , 
« 


on en déduira facilement 


ddp i 

d^ds° U J 




_j>_ 

i»us. (/ 


V bb — ab \/\-\-pp 


14. — Si cette quantité pouvait être regardée comme 
suffisamment constante dans toute l’étendue de la courbe, 
on aurait une approximation fort simple pour les trajec- 
toires dans les milieux résistants. C’était là le but de Newton; 
mais si on examine la densité, on trouvera qu’elle varie 
5 3 

entre A et S , depuis y cos. 0 jusqu’à : ~p Elle au 8* 

mente encore au delà de S , mais jusqu’à un certain 
point seulement; enfin au point de chute B elle devient 
3 

- ~ Il est bien difficile, comme on voit, 

V(b— a^ + ^lang.-O 

de concilier ces valeurs avec l’hypothèse d’une densité cons- 
tante, à moins que l’angle de projection ne soit fort petit. 
Cependant on verra par la suite que la branche descendante 
de celle hyperbole peut être employée dans bien des cas pour 
représenter à très-peu près la vraie trajectoire. 


Digitized by Google 


12 


RECHERCHES 


■15. — Si on supposait la vilesse et la densité au point 
de projection dans cette trajectoire hyperbolique , comme 
elles sont dans la vraie trajectoire , il faudrait prendre 

<l ^’~ = 4 h sin. 6 cos. 6 et b — Zk cos. 8, et l’amplitude du 
b — a 

jet serait 

* 4 h sin. 8 cos. 8 . 

a = ; — r — - — o, 

1 + f • £ sin. 8 

amplitude évidemment trop petite, puisque la résistance 
n’est vraie qu'au point de projection, et qu’elle est trop 
petite dans tous les autres points. Mais celte valeur sera 
d’autant plus près de la vérité, que k sera plus grand et 8 plus 
petit. Cette formule serait très-commode pour calculer les 
portées du but en blanc des pièces de canon. 

16. — Pour revenir aux propriétés générales, on observera 
(yî(/.l")que la branche descendante BS diffère d’autant plus 
de la branche ascendante AS que h est plus grand par rapport 
à k. La branche ascendante est presque droite dans une éten- 
due assez considérable , surtout lorsque la vitesse de projec- 
tion est fort grande; au contraire la branche descendante est 
sensiblement courbe dans toute son étendue. Quant à la 
vitesse du projectile, elle va continuellement en diminuant 
jusqu’à un certain point N dans la branche descendante ; 
elle augmente ensuite, mais d’une manière peu rapide, 
puisqu’à l’infini la hauteur due à la vilesse est k. C’est ce 
que nous développerons dans l’exemple que nous allons 
calculer. 


PREMIÈRE MÉTHODE D’APPROXIMATION. 

17. — Nous prendrons k pour l’unité, et nous suppose- 
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SUR LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES. 13 

rons qu’on connaît l’angle de projection 6 , ainsi que la hau- 
leui li due à la vitesse de projection. Soit, par exemple, i 

h = 10 et 0 = 45°, 

l’équation de la trajectoire (5) deviendra 

c- = 12,477956 — 5 o ( — ^ 4- L laug.(45° 4- ' 

\cos.* © . 

Je donne à cp différentes valeurs de cinq en cinq degrés, 

40 , 35 , 50 , etc. Il en résulte autant de valeurs de s dont les 
différences premières, que je nomme os, sont les petits arcs 
parcourus pendant que la direction du corps varie de 5°. 

Ces différences servent à trouver celles de l’abscisse et de 
l’ordonnée, en considérant que l’élément 8s peut être regardé 
comme une petite ligne droite inclinée à l’horizon d’une 
quantité moyenne entre les inclinaisons de ses deux extré- 
mités. Par exemple, si l’élément os est parcouru entre les 
degrés d’inclinaison 30 et 55, j’en conclus 

oy = os sin. 32° { 

et 8x= os cos. 32° 

On verra ci-dessous quel est le degré d’approximation qu’on 
peut obtenir par cette voie. 

18. — Pour faciliter le calcul, on voit qu’il est nécessaire 

d’avoir une table des valeurs de sin ‘ ^ 4- Llang.(45°4- ’ 

cos. 1 ? v 

au moins de cinq en cinq degrés. En voici une qui n’est pas 
complète, mais qui sufiil pour notre objet. 
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? 

SIN. tp , _ ... , , , 

, “HL 1 ANG. (45* — 

COS. 1 œ V 1 . T/ 

0" 

0, 000 000 

5 

0, 175 200 j 

10 

0, 354 473 

13 

0, 465 806 | 

15 

0, 542 244 

•20 

0, 743 708 j 

25 

0, 965 389 

30 

1, 215 973 

35 

1, 507 632 

40 

1, 858 276 j 

43 

2, 107 894 

44 

2, 199 368 ! 

45 

2, 295 587 ! 

50 

2, 864 724 

55 

3, 644 135 

60 

4, 781 059 

65 

6, 580 790 

70 

9, 768 500 

74 

14, 614 441 

75 

16, 447 126 


19. — Si l’on procède maintenant au calcul que nous 
venons d’indiquer et qu’on ajoute les Sy depuis <p = 45° jus- 
qu’à tp = O, on aura la hauteur du jet. Faisant ensuite tp né- 
gatif, et observant qu’alors + L tang. (45° + { a>) ne 
fait que changer de signe et conserve la même valeur, on 
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SCR LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES. 15 

poussera le calcul jusqu’à ce que la somme des oy négatifs 
égale à peu près la hauteur du jet. De celle manière on trou- 
vera les résultats compris dans la table suivante. Nous avons 
pris les premières valeurs de p plus proches les unes des 
autres, alin d’obtenir une plus grande approximation. 
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■ 

S 

St 

INCLINAISON 

MOYKMKE. 

Sy 

Sx 

45° 

44 

0,000 000 
0,392 782 

0,392 782 

44 ; 

0,275 30.5 

0,280 152 

43 

0,661 897 

0,269 115 

43 | 

0,18.5 247 

0.195 209 

40 

1,158 940 

0,497 043 

41 i 

0,329 8,51 

0,372 263 

35 

1,597 320 

0,438 380 

37 i 

0,266 869 

0,347 792 

30 

1,855 997 

0,2.58 677 

32 i 

0,138 988 

0,218 167 

25 

2,034 837 

0,178 840 

27 i 

0,082 579 

0,158 633 

20 

2,170 127 

0,135 290 

22 i 

0,051 773 

0,124 992 

15 

2,878 980 

0,108 853 

17 | 

0,032 733 

0,103 815 

10 

2,370 764 

0,091 784 

12 { 

0,019 866 

0,089 608 

5 

2,451 172 

0,080 408 

7 t 

0,010 495 

0,079 720 

0 

2,523 962 

0.072 790 

9 i 

a 

0,003 175 

0,072 721 


Somme des Sy et des Sx dans la 
branche ascendante. 

1,396 381 1 2,043 072 1 

— 5 

2,591 811 

0,067 849 

2 i 

0,1 K)2 960 

0,067 784 

— 10 

2,656 778 

0,064 967 

— 7 | 

0.608 480 

0,004 411 

— 15 

2,720 582 

0,063 804 

— 12 i 

0,013 810 

0,062 291 

— 20 

2,784 563 

0.063 981 

- 17 i 

0,019 239 

0 061 020 

— 25 

2,850 989 

0,066 426 

— '2rl ' 

0,025 420 

0,061 370 

— 30 

2,920 890 

0,069 901 

— 27 J 

0,032 277 

0,062 003 

— 35 

2.996 537 

0,075 647 

— 32 i 

0,040 645 

0,063 800 

— 40 

3,080 .501 

0,083 964 

— 37 

0,051 115 

0,066 614 

— 45 

3,176 213 

0,095 712 

— 42 i 

0,064 662 

0,070 566 

— 50 

3,288 460 

0,112 247 

— 47 i 

0,082 7,57 

0,075 813 

— 55 

3.421 217 

0,13.5 757 

— 52 i 

0,107 703 

0,082 644 

-<i0 

3,594 108 

0,169 891 

— 57 i 

0,143 285 

0,091 282 

— 65 

3,815 113 

0,221 005 

— 62 i 

0,196 03V 

0,102 049 

— 70 

4,116 113 

0,301 000 

— 67 i 

0,278 08810,115 188 

— 75 

4,550 857 

0,434 744 

70 1 

0,414 623j 0,130 730 


20. — Celle labié donne d’abord la hauleur du jet 
SD = 1,396381 , et l'amplitude de la brandie ascendante 
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SUR LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES. 17 

AD = 2, 043072. En ajouta ni les oij négatifs jusqu’à ce que 
leur somme égale la hauteur du jet . on trouve que celte 
somme est trop petite à 70° et trop grande à 75°. On aurait 
le vrai point de chute par les parties proportionnelles; mais, 
pour plus d’exactitude, je calcule directement l’arc « lorsque 
o— — 74°, je trouve « = 4,449103 et dans l’intervalle de 
70 à 74°, j'ai 

• 5« = ' 0,532000 , 

3ÿ = — 0,31 0692 , 

3 *= 0 , 102000 . 

l>’où je conclus : 

L'angle de chute, ' 74” 8' 

L’amplitude de la branche descendante, 1,155510 

L’amplitude totale AB, 5,106582 

On trouve en même temps la longueur de la trajectoire 
ASB =4,462834. 

DEGRÉ DE PRÉCISION DE CETTE MÉTHODE. 

21, — La méthode précédente ne peut être d’aucun usage 
dans la pratique, à cànse de la longueur des calculs quelle 
exige ; mais elle a l’avantage d’être directe et de donner tout 
de suite une grande approximation. Nous pourrons donc 
juger du degré de précision des autres méthodes, quand nous 
aurons fixé celui dont elle est susceptible. 

Soit un arc de cercle AB divisé on un nombre n de parties 
égales que j’appelle w; soit AF=A et le rayon FC=1 , nous 
aurons, suivant notre méthode, cette approximation : 

DISSERTATION SUR LA BALISTIQUE. 2 
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recherches 


( l 2 u — I \ 

sin.(A— J- -•») -f- sin .( A-j- »-(- ~~ si u — — — w) j 

/ 2«— 1 \ 
BH=wl COS^A-j- 7 to j --j — COS . ^ A — j — (0 J — - — ■ — [- eus . (A — j — — - — -ta) J 

et par la sommation de ces suites on trouve: 

(cos. A — cos.(A-j-no>)| 
sm.-u \ / 

B1I=— (sin.(A4-«o>) — sin.Al; 

sin.7w\ / 

d’où il suit que l’abeisse et l'ordonnée sont augmentées 

1 4 

constamment dans le rapport de sin. - w à - mouqu’ellessont 

2 2 

1 (i)^ 

trop grandes l’une et l’autre de^ . — (*), <o étant un petit 

b 4 

1 

arc. Celte augmentation est de ^ lorsque l’arc «o e3t de 5”. 

22. — Une courbe quelconque pouvant être regardée 
comme composée de très-petits arcs de cercle, on voit qu’une 
semblable augmentation aura lieu dans toutes les courbes 
divisées en parties assez petites pour que leur courbure soit 


(*) Ici et dans la suite de ce Mémoire, j'estime les erreurs en com- 
parant la différence desdeux quantités avec celle des deux qui estvraieou 
qu'on regarde comme telle. Ainsi , le vrai résultat étant a et celui qui en 

. „ a — b 

approche b, Terreur sera . 
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uniforme. On peut même prévoir ce qui arrivera dans celles 
dont la courbure, sans être uniforme, suivra une loi connue. 
Ainsi, dans notre trajectoire, la partie la plus voisine du 
point A étant la moins courbe dans la branche ascendante, 
l’inclinaison moyenne est trop petite. Les S y sont donc trop 
petits et les Sx trop grands. D’où il suit que la hauteur du 

i 

jet 1,396381, qui est trop grande d’environ — — — parlana- 
1 3150 

lure de la méthode, est trop petite .par une autre raison qui 
paraît prépondérante. Ces inégalités sont difficiles à évaluer; 
cependant, par un examen plus réfléchi, nous avons cru 
devoir porter la hauteur du jet jusqu’à 1,3975. 

23. — Quant à l’amplitude 2,043072 de la branche 
ascendante, comme elle est trop grande par deux raisons, 

1 

nous pouvons la diminuei de — — — ,el le reste 2,042423 sera 

31 oO 

encore un peu trop grand. 

24. — Dans la branche descendante il y a deux parties 

à considérer: Tune depuis le sommet jusqu’au point de la 

plus grande courbure qui répond à 15°40' d’inclinaison 

/ , ,,, 2 h cos. 2 0 \ „ 

( on le trouve par 1 équation e*= — _ . -3- , 1 autre 

y ^ o sin.cpcos. <p/ 

depuis ce point jusqu’au point de chute. Dans la première 

partie l’inclinaison moyenne étant supposée trop grande, 

les Sy sont trop grands et les Sx trop petits. Au contraire 

dans le reste de la courbe les Sy sont trop petits et les Sx trop 

grands. De tout cela il résulte que, en fixant la hauteur du jet 

1 

de 1,3975, on iieut diminuer l’amplitude trouvée de — 
« 1 ol50 

dans toute son étendue, et l’établir de 3,195567; encore 

est-il probable qu’elle sera un [jeu trop grande. Cependant 

plusieurs causes tendent à la diminuer : 
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1° Parce que la correction est trop forte pour le 

3150 . 


commencement de la courbe ; 

2° Parce qu’il y a une diminution insensible des Sx depuis 
le sommet jusqu’au point de la plus grande courbure ; 

3° Enfin parce que les $tj étant moins diminués dans la 
branche descendante que dans la branche ascendante, l’am- 
plitude de celle-là, étant supposée répondre à la même hau- 
teur, doit être un peu trop petite. 


DEGRÉS DE VITESSE DU PROJECTILE. 


25. — Nous avons trouvé ci-dessus la hauteur due à la 
vitesse du projectile e ~*. J’appelle h' ce qu’elle 

devient au sommet de la trajectoire; j’aurai 


t h cos . 2 6 

1 + h cos .’ 6 (!£4 + L tang. (45“ + ^ 6 ))‘ 

) 

Substituant les valeurs numériques, on trouve dans notre 
exemple h' =0,40070“. 

20. — La vitesse du projectile est la plus petite un peu au 

... • A cos .’ 8 

delà du sommet au point où 1 on a e‘— r— 5 -, et 

r sin.<pcos.' l ep 

la hauteur due à celte vitesse = — sin. o. Dans notre exemple 
le point de la plus petite vitesse est situé vers 20 ° d’incli- 
naison, et la hauteur due à celte vite$se=sin. 20 u =0,35. 
Le point de la plus petite vitesse est toujours plus loin du 
sommet que le {joint de la plus grande courbure. 

27. — Depuis le point de la plus petite vitesse jusqu’à 
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l’infini, la vitesse du corps augmente, mais d’une manière 
peu rapide, puisqu’à l’infini la hauteur due à cette vilesse=l , 
quels que soient la vitesse et l'angle de projection. Dans notre 
exemple le point de chute répond à environ 74° d’incli- 
naison. Faisant donc sp = — 74°, on trouve £=0,7705. 
Donc la vitesse de projection est à la vitesse au point de 
chute ; ; 18 ; 5 à peu près. 

28. — On peut concevoir ainsi le changement de vitesse 
dans la branche descendante. Lorsqu’un projectile est chassé 
horizontalement, comme on l’imagine du sommet de sa tra- 
jectoire, sa vitesse commence par diminuer. Car dans les 
premiers instants, la gravité, quelle qu’elle soit par rapport 
à la résistance du milieu , ne peut ajouter suffisamment à la 
vitesse du corps, puisqu’elle n’agit pas dans sa direction. Si 
la hauteur due à la vitesse horizontale du corps est plus 
grande que l’unité, au bout d’un certain temps elle sera 
réduite à l’unité, et alors la résistance sera égale à la gravité. 
Mais, comme il n’y a qu’une partie de la gravité qui accélère le 
mouvement du corps, il est clair que la vitesse doit encore 
diminuer. Cependant celte diminution doit avoir des li- 
mites; car la gravité devenant de plus en plus efficace à me- 
sure que le corps s'approche de son asymptote verticale, et la 
résistance diminuant avec la vitesse, il y aura un point où ces 
deux forces se feront équilibre. Ce point , qui sera celui de la 
plus petite vitesse, se déterminera donc par l’équation : 




Passé ce point de la plus petite vitesse où s sera — sin. ® , et 
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par conséquent plus petit que l’unité, l’action de la pesan- 
teur, devenant de plus en plus directe, l’emportera sur la ré- 
sistance et augmentera la vitesse jusqu’à ce que la hauteur 
qui lui est due=l. Mais ce n’est qu’à l’infini qu’on ob- 
tiendra cette limite. Quelle que soit donc la hauteur due à la 
vitesse au sommet, elle diminuera jusqu’à un certain point 
où elle sera plus petite que l’unité, puis elle augmentera 
jusqu’à l’extrémité infinie de la trajectoire où elle sera égale 
à l'unité. 

29. — Je conclurai de là que dans l’hypothèse d’un air 
uniformément dense on ne procurerait pas une vitesse de 
chute fort considérable aux bombes, en les élevant même 
beaucoup plus haut qu’on ne peut le faire par le moyen de 
la poudre. Car nous venons de voir que leur vitesse en tom- 
bant serait due à une hauteur moindre que l’unité, et par 
conséquent serait fort au-dessous de la vitesse initiale. Ln 
très-petit angle de projection donnerait alors la vitesse au 
jtoinl de chute beaucoup plus grande. 

SECONDE MÉTHODE D’ APPROXIMATION. 

30. — L’équation kddp=dpds n’étant point intégrale 
lorsque k est constant , nous prendrons pour k une quantité 
variable qui rende l’intégration possible et qui soit telle 

1 

pourtant que la densité 7 n’ait pas d’anomalies trop considé- 

K 

râbles. La formule qui nous a paru propre à remplir cet 
objet est 


1 1 -f- a p 2 
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\ja densité sera donc \ au sommet; pour quelle soit la 
même au point de projection , il faut qu’on ait 


1 -f a tang. 2 0 
y/4-j-tang. 2 9 


Ainsi on prendra 


cos. 0 
1+COS.0' 


51. — D’après cette valeur on voit déjà trois points dans 
la trajectoire où la densité = 1 ; le point de projection, le 
sommet et le point de la branche descendante où l’incli- 
naison est 9 comme au point de projection. Reste à savoir si 
dans les autres points la densité ne varie pas d’une manière 
trop sensible. Or, en cherchant le minimum de la formule 

1 -|- a p 1 

✓ï+p*’ . 


on trouve qu’il a lieu lorsque 

„ 1 — 2a 1 — cos.O 

7> 2 = — , 

« cos. 0 


et alors la den9ité=/l — tang. 4 ^0, quantité un peu plus 
petite que l’unité, mais de manière que la différence est 
imperceptible à moins que l’angle de projection ne soit fort 

1 

grand ; lorsque 0=30° cette quantité =4 — * lorsque 
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6=45" elle est 1 — — . Enfin en supposant l’angle de pro- 


jection même de 60°, 


le minimum de la densité — 


17 

48’ 


D’oïi l’on peut espérer une approximation suffisante. 

32. — Pour nous arrêter à l’angle de projection de 45°, 
on voit que la densité supposée sera vraie au sommet et à 
45° d’inclinaison de part et d’autre du sommet. Dans les 
points intermédiaires la densité sera trop petite, mais sa plus 

1 

grande diminution n’ira qu’à — . De là résulte une légère 


augmentation dans la pqrtée depuis le point de projection 
jusqu’au point de la branche descendante où l’inclinaison 
est de 45". Depuis ce dernier point jusqu’au point de chute 
la densité augmente d’une manière assez rapide, puisqu’au 
point de chutç où l’inclinaison est d’environ 74% la densité 
est 1 % Mais il faut considérer : 1° que ce n’est qu’à l’extré- 
mité de la trajectoire que l’augmentation de densité est si 
sensible; 2° que la portion de la branche descendante où la 
densité est trop grande ne répond qu’à une portion assez 

.4 

petite de 1 amplitude : c’est environ ^ dans cet exemple ; 

3° que l’effet de cette augmentation est de raccourcir la por- 
tée qui était trop grande dans le reste de la courbe; d’où 
résulte une espèce de compensation qui, en rectifiant les 
portées, les laissera encore un peu trop grandes. 

53. — Après nous être assurés du degré d’exactitude avec 
lequel notre formule représente la densité, procédons à l'in- 
tégration de l’équation 


kddp’— dpds. 
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Elle devient dans celle hypothèse 


ddp = (4 -j- %p‘ l ) dxdp ; 


on en lire d’abord 




et comme au point de projection 


dp 


dx 2ftcos.*ô’ 


on a la constante 


B ”ârcs:>i :, -' a "8- 4 +l ,an8 '' 


* 

■ JW# 






Maintenant la séparation des variables donne 


-> •sEar 


? . ~ d v 

I? ®*C HE ' 3 J* 

o -ri o — rr 


« «p p 

Soit déterminé c par l’équation cubique 
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- — up 

3 ( c ~p)(p’ i +cp+c i +~y 
Faisant donc pour abréger 

v / F+! ==m> 

on aura l’intégrale 


(A -f c 1 a) X= 


L f- c ~P \_..f ( <p+i <0*+"»* \ 

\c— tang.O/ 2 \(tang.0+ic) 2 +m 2 / 


Pour avoir y, on multipliera la valeur de dx par c—p, et on 
aura en intégrant 


3 lP+\d 

y — cx=— arctang. — — 
*m p \ m 


/ «ni 


/tnng. 64- -c 
arctang. I — - — ■' 2 


)■ 


34. — Pour faciliter le calcul numérique de ces formules, 
on cherchera deux angles A et P tels que 


tang 


*u m 
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en observant que dans la branche descendante où p est né- 
gatif, tang. P peut être négatif aussi. Alors l’angle P sera 
négatif et non obtus , car la diminution de l’angle P se fai- 
sant successivement jusqu’au point où p— — { c , lorsque 
p devient plus grand , P augmente aussi par degrés. 

Ces angles étant trouvés, on aura 


*(I+A)=L (-Ç*-,) + L M <*_[>>. 

v . \c — tang. 0/ \cos. A/ 2m' ' 


y=cx (A— -P). 

am 


35. — La première de ces formules peut être encore sim- 
plifiée en prenant un nouvel angle b, tel que 


l c 

tâng. +==“ » 


alors elle devient 


(l-|-c , ct) x=L 


'sin. (| — P) 
t sin.('f— A) 



mais la première sera moins sujette à erreur lorsque c diffé- 
rera fort peu de tang. 6. 

36. — On observera, 1° que c doit être calculé avec pré- 
cision par l’équation 

^e 3 -f-c— B=0,r 
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surtout lorsqu’il différera fort peu de tang. 0. Or ce calcul 
est fort aisé à faire par les fausses positions et par la table 
des logarithmes; 2° que les logarithmes de nos formules 
étant toujours hyperboliques, si on se sert des logarithmes 
ordinaires, il faudra multiplier ceux-ci par le nombre 
2,3025851, dont le logarithme est 0,3622157 ; 3° que A. — P 
désignant la longueur absolue d’un arc dont le rayon est 1, 
après avoir évalué cet arc en degrés et parties décimales de 

degré, il faudra les multiplier par le nombre-^ , dont le 

logarithme est 8,2418774. 


37. — On propose de calculer la hauteur du jet et 
l’amplitude de la branche ascendante, lorsque /i=10 et 
0 = 45°. 

Il faudra faire p — 0 et procéder au calcul comme il 
suit : 


cos. G 
1-|-ros.ô 


V/2 — t = 0,41 421 50, La = L tang. 22°i = 9,0172245. 


24^7*1 + tang ’ 6 + 3 ,an 8- 3 0 == 4 > 2380712 - 
Pour trouver c on résoudra l’équation 

_ c 3 -j-c — B=0, 

3 
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par les fausses positions, ce qui donnera très-prômptemcnt 

c=l, 0692727, Lc=0, 0290885. 

D’où l’on conclura : 

? c 2 = 0,857 5082 
4 ' 

-= 3( V'î +4 =7,2426407 
a 


Somme ni 2 — 8,1001489 
L'm=0, 4542465 

Je cherche maintenant les angles A. et P. 

L c = 9,7280585 
L m =0,4542465 

Reste L tang. P =9,2738120 

L (1 + ^ c) =0,1860055 
L m =0,4542465 

L tang. A =9,7517590 

P = 10° 58' 20",56 L cos. P =9,9924695 
A =28 20 2 ,58 L cos. A =9,9445792 

L =0,0478905 

cos. A > 

L =1,1885264 


Somme. 1,2364167 
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Recueil cites 


Multipliant celte somme par 2,3025851 

Le produit sera 2,8469547 

On a ensuite A — P==17°41'42" = 17°, 695. 

D’où l’on conclura 

i C 

— (A — P)=0, 1740449. 
m v ' 

Donc (1 + c\) x =5,0209996. 

Mais 1 -f- ^«=1,4735887 ; 

donc L*=0, 3117744 et *=2,050097. 

C’est l’amplitude de la branche ascendante. Pour avoir y 
qui est la hauteur du jet, on prendra l’équation 

3 

y=cx (A— P), 

o tm 

K 

d’où l’on conclut presque sans calcul 
ÿ=l, 406192. 

Or nous avons trouvé par la première méthode 
*=2,042423, y=l,3975. 
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i 1 

La différence est de s— sur l’amplitude, et de— —sur la 
2>t 0 IbO 

hauteur du jet. 

38. — On devait bien s’attendre à trouver par celte mé- 
thode x et y un peu trop grands, puisque la densité est un 
peu moindre que dans la vraie trajectoire. Au reste si l’am- 

• plitude est plus exacte à proportion de la hauteur du jet , 
c’est que la densité est vraie dans une étendue sensible au 
sommet ; or les erreurs en celte partie n’inilueraienl que sur 
l’amplitude. 

EXEMPLE 1 

39. — Dans la même hypothèse on demande l’amplitude 
totale. 

Il faut donc chercher une valeur négative de p qui étant 
substituée dans nos formules donne y—0; c’est à quoi l’on 
ne peut parvenir que par une espèce de tâtonnement. Mais 
comme on sait que l’angle de chute est sensiblement au- 
dessus de l’angle de projection , on pourra essayer au hasard 
une valeur de p qu’on jugera convenable, et pour peu que 
la valeur de y qui en résultera soit petite , on en conclura 
facilement une amplitude plus approchée. Car si après avoir 
supposé p= — tang. ô', il en résulte x=aely~±.8, on 
aura l’amplitude plus exacte x—a±.S cot. 9'. 

40. — Dans le cas présent nous savons que l’angle de 
chute est fort près de 74°. Prenant donc 

p— — tang. 74% 

on trouvera 

3,1761 01 

et ÿ= + 0,092179.’. 
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Ce résultat indique qu’à 74° d’inclinaison le mobile est 
encore au-dessus de l’horizontale AB; mais en multipliant 
y par cot. 74°, et ajoutant le produit à a:, on a l'amplitude 
corrigée. 

x— 3,202531 . 

Par cette correction l’amplitude se trouve un peu trop 
grande; mais la différence est imperceptible. 

41. — Nous avons trouvé par la première méthode (24) 
l’amplitude=3, 195567 ; le résultat précédent n’en diffère 
i 

que de -r— . C’est donc à juste titre que nous avons annoncé 

4oU 

celte seconde méthode comme devant donner une approxi- 
mation suffisante. Quant au calcul qu’elle exige, il est un 
peu long; maison peut employer beaucoup moins de déci- 
males que nous ne l’avons fait. Trois ou quatre suffisent, 
excepté peut-être pour le terme c — tang. 0, ou son correspon- 
dant sin. ('j' — A), qui demande une plus grande précision. 

CALCUL SÉPARÉ POUR LA BRANCHE DESCENDANTE. 


42. — Les formules que nous venons de trouver donnent 
la vitesse trop grande au sommet , parce que la densité est 
trop petite. De là il résulte une erreur particulière sur la 
branche descendante, erreur qu’on peut éviter en calculant 
séparément cette branche. 

La hauteur h' due à la vitesse au sommet se détermine 
exactement par la formule 


h cos. 1 8' 

1 + A cos. 2 6 -f L tang. (45 U -K Ô>)‘ 
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Nous pouvons imaginer le corps lancé horizontalement 
avec une telle vitesse, et les formules du n° 33 s’applique- 
ront ici en faisant le 6 de ces formules=0. 

Si nous changeons en môme temps les signes de p et de y. 
afin que ces quantités soient positives dans la branche des- 
cendante, les formules auxiliaires seront : 




tang. <\> : 


fc 

m ’ 


tang. À = 


tang. P = 


P — » c 

, 

m 


et nous aurons 


(d +C -«>= L 

y— — cas — (À -j- P). 

43. — Quant aux valeurs des constantes , nous obaerve- 

. , . . cos. e ... 

rons qu on peut toujours faire a— , mais fl de* 

inSatRTATlOB SU» LA BALUTIQLE. 3 
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vient arbitraire. Si on le prend de 45" dans notre exemple, 
la densité sera vraie au sommet et à 45° d’inclinaison. Dans 
1 intervalle de ces deux points elle est trop petite; mais le 
minimum qui répond à 32° 46' d’inclinaison est encore de 
66 

Tassé 45° jusqu’au point de chute, la densité est trop 

grande. On pourrait prendre 0 plus grand que 45°, et même 
de 74°, afin que la densité, qui est toujours exacte au sommet, 
le l‘ùt encore au point de chute. Mais dans l’intervalle de ces 
deux points elle serait sensiblement trop petite, son mini- 
mum étant 0,8251. Il vaut donc mieux s’en tenir à l’angle 
de 45° dans notre exemple, afin que la première partie de la 
courbe depuis 0° jusqu’à 45° d’inclinaison soit déjà fort prés 
de la vraie trajectoire, et que la seconde partie, où il n’est 
pas nécessaire que la densité soit si exacte, serve à corriger 
l’erreur de la première. Le calcul suivant prouve qu’en pre- 
nant 0 plus grand que 45° l’amplitude serait plus approchée ; 
mais il est difficile de fixer au juste la valeur de 0 qui pro- 
duirait une exacte compensation dans les erreurs. 


EXEMPLE 4 . 


»t jltH 




44. — Supposant pour la branche descendante de notre 
trajectoire 'î 


cos. 45° 
4+cos.45° 


= V/2 — 4 . 


comme pour la branche ascendante, et calculant h' comme 
il vient d’être dit , on aura 

— = 4 , 2477986 , 
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ce qui diffère un peu de 1,238, etc., valeur de B dans la 
branche ascendante. La valeur de c et celle de ?n seront donc 
un peu différentes ; on trouvera : 

c=l ,0758574, 

Lm=0, 4545303. 

Maintenant si l’on suppose 

p=lang. 74% 

on trouvera 

a;=l, 1212377, 
y=l ,310352. 

Mais la hauteur du jet a été trouvée 1,406192; corrigeant 
donc l’amplitude de la branche descendante, on aura 

’* î. - j • '• • ' • •' 

*=1,148719, 


et de là l’amplitude totale 3,198816, qui ne diffère plus 
\ 

que de — — de celle qui a été trouvée par la première 
méthode. 

BUMPXJ î. 




45. — Si l’on veut faire en sorte que la densité soit vraie 
au point de chute, il faudra prendre 

cos. 74° 

* l-J-cos.74 0 ’ 
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et on trouvera l’amplitude de la branche descendante 


£=1,175246, 


quantité trop grande puisque la densité est trop petite. Ce- 
pendant l’erreur n’est pas fort considérable; elle n’est guère 
que de Ce qui prouve qu’en changeant un peu la valeur 
de « l’amplitude n’en est pas sensiblement altérée. 

46. — Remarquons que dans le calcul de la branche des- 
cendante on pourrait s’épargner la résolution de l’équation 
cubique 

• . • .i O. 



Car, après avoir vu quelle est à peu près la valeur qu’il 
convient de donner à <x, qu’on calcule aussi grossièrement la 
valeur de c. C’est à c qu’on donnera une valeur en nom- 
bres ronds , et on en déduira la valeur de « par l’équation 



Car nous venons de voir qu’il nous est permis d’altérer un 
peu la valeur de a; or nous l’altérons de manière que c se 
trouve exactement, ce qui ne peut manquer de simplifier 
le calcul. 

»n » / il»* * * 

TROISIÈME MÉTHODE D'ATPHpXIMATlOH. 

. < . ■ : . i 

47. — U paraît difficile de trouver des formules qui, sans 
être trop compliquées, représentent la trajectoire en entier 
avec plus d’exactitude que celles de la méthode précédente. 
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Mais si on veul calculer séparément la branche ascendante et 
la branche descendante, on pourra y parvenir par des for- 
mules plus simples et à peu près aussi exactes. 

CALCUL SB LA BRANCHE ASCENDANTE. 

48. — Nous avons vu ci-dessus (13) que la densité néces- 
saire pour décrire l'hyperbole était 

\/i — ip 

V"1 +PP 

Celle formule, qui réussit assez bien pour la branche des- 
cendante, nous a donné l'idée de supposer pour la branche 
ascendante 

1 1 1 

k — o tp y'I -j-pp 

. f» 

U en résulte l’équation facilement intégrable 

f ' t‘ 1 

ddp dp 

dx VÏ-—*P ' 

Mais, avant d’aller plus loin, il est nécessaire de déterminer a 
et de voir quel degré de précision on doit attendre de celte 
nouvelle méthode. 

49. — La densité au point de projection devant être la 
même qu’au sommet, on fera 

1=(1 — a tang. 9)(4-f tang.*8). 
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ce qui donnera 
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ot=sin. 0 cos. 6; 

a étant connu , si on cherche le minimum de la formule 
(4— *p)(l+pp), 
on trouvera qu’il a lieu lorsque 


_ /4 — 3 sin.* ô cos.* 6 
3 sin. 0cos. 0 

J * - 1 


Lorsque 0=45°, cette formule donne 

* 

P=i> etp=-|. 

, • . . * . , # J * . . ‘ , . ♦ , . • j ' I 

La première valeur p=i indique qu’au point de projection 
la densité est à son minimum; elle reste donc la même dans 
une étendue sensible, ce qui procurera une grande approxi- 
mation , surtout pour la hauteur du jet. L’autre valeur p—j 

4 

donne le maximum de la densité 1 

Si 0 est plus petit que 45°, il n’y a qu’une valeur de p qui 
sera utile, savoir 


4-/4 — 3 sin.* 0 cos.* 0 . 
3 sin. 0 cos. 0 
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elle indiquera un maximum. Lorsque <' - f 


i \> . ' ■ 1 

e=30°, ce maximum =1 — , 

3o 


et ainsi de moins en moins à mesure que l’angle de projec- 
tion est plus petit. 

Enfin lorsque S est plus grand que 45°, par exemple 
lorsque 8 = 60°, les deux valeurs de p peuvent servir, savoir 


44- s/1 4— \/7 


i 


3 /3 " 3/3 

La première fait voir que vers 52° d’inclinaison la den- 
i 

sité est trop petite de — , el qu’à 14" ~ elle est trop grande 

1 

de Entre ces deux points il y en a un où la dénoté esj 
juste; c’est lorsque 


p=cot. 0, ou lorsque l’inclinaison est de 30°. 




50. — De là il résulte que jusqu’à 45° et un peu au delà 
les portées seront trop petites, ainsi que les hauteurs des jets; 
mais l’angle de projection devenant plus grand , ces quan- 
tités seront un peu trop grandes. On obtiendrait un degré 
d’approximation de plus en faisant coïncider la densité au 
point de projection avec la densité à une petite distance du 

1 

sommet; il faudrait alors prendre pour - la formule 

k • > 

irS'HT! -If t(<* 

1 1 
/§ — *p /l+PP 
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SI. — • Si on intègre maintenant l’équation 


ddp dp 

dx y'i — ap 


on aura 


1 dp 

2* * dx— C ~~ 


et par la valeur initiale de ~ on trouve 

dx 


C=C0S.9 


lang. 8 

“TT*’ 


Soit maintenant 


/l — « p = z, 


on aura 



et en intégrant 


X — Z — cos. 



On trouve de môme 


(1 — C*) z—*y (»»_ cos. 3 6) + ^ C (**• 


cos.^ 6). 
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J’appelle X l’amplitude de la brandie ascendante, et Y la 
hauteur du jet ; j’aurai ces formules : 

X =4— cos. 9 + CL \ 

\cos.0 — C/ 

X-|tang.O— i(l-cos.*9). 

* 

umnii 


62. — Nous supposerons toujours 

/i=40° et 9=45°, 


donc 


a =i et C=0, 6824 068 ; 

d’où l’on tire 


X = 2,027384 


Y=4,396486. 


On sera sans doute étonné de voir avec quelle précision 
cette méthode nous donne la hauteur du jet que nous avions 
trouvée d’abord de 4,396384, et qui doit être tout au plus 
de 4,3975. C’est que la densité est exacte dans une étendue 
sensible au commencement de la courbe, ou dans la partie 
qui influe le plus sur la hauteur. Quant à l'amplitude X , on 
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voit qu’elle est un peu trop petite, puisque nous l’avons 
trouvée ci-dessus de 2,042425. Mais la différence n’est guère 

i 

que de — — . On peut se rendre raison de cette différence en 

considérant que notre formule suppose la résistance vers le 
sommet un peu trop grande ; or ce surcroît de résistance in- 
flue tout entier sur la valeur de X. 

55. — Par ce seul exemple on voit que cette méthode est 
susceptible du même degré de précision que l’autre, et que 
les calculs en sont beaucoup moins compliqués. Passons donc 
au calcul de la branche descendante ; elle offrira plus de dif- 
ficulté, parce que l’angle ? y varie davantage. 


ï> 


CALCUL DE LA BRAlfGHB DESCENDANTE. 


54. — J 'observe d’abord que la seconde méthode, quelque 

compliquée qu’elle soit, a un avantage réel dans le calcul de 
la branche descendante ; c’est qu’on peut supposer la densité 
vraie au sommet et au point de chute, sans qu’elle soit fort 
loin de la vérité dans les points intermédiaires. Mais comme 
il s’agit principalement de simplifier les calculs, quand même 
on perdrait quelque chose du côté de l’exactitude , nous 
prendrons une formule plus simple pour représenter la 
densité. • ' 

55. — Nous supposerons, avec M. le chevalier de Borda, 

• . », * . j . t 

* Vl+pp 


Celle formule=l au sommet; pour qu’elle soit encore 1 au 
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point de la branche descendante où l’inclinaison est 5, il 
faut prendre 

«=tang. 15. 

Dans tout l’intervalle de p=0 jusqu’à p— X, la densité sera 
trop grande, et son maximum sera 

y 

1 

^ lorsque »=tang.-i X. 

cos. t? ^ r 6 ■ 


M. le chevalier de Borda prend | égal à l’angle de chute; 
mais il est clair qu’alors la densité est sensiblement trop 
grande dans toute la trajectoire, surtout lorsque l’angle de 
chute est un peu grand. Ainsi dans notre exemple, où l’angle 
de chute est d’environ 74°, le maximum de la densité serait 


1 

cos. 37° 



ce qui rendrait l’amplitude sensiblement trop petite. Il vaut 
donc mieux prendre X beaucoup plus petit que l’angle de 
chute, il en résultera deux avantages : 

1° Que la densité variera beaucoup moins depuis p— 0 
jusqu’à p— tang. Ç; 

2° Que, la densité étant trop petite depuis tang. î jus- 
qu’au point de chute, cette partie de la trajectoire pourra 
servir à corriger la première. 

On ne peut pas dire au juste quelle doit être la valeur 
de X pour que les erreurs des deux parties de la courbe se 
compensent parfaitement ; mais le calcul nousa fait voir qu’il 
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U 

fallait prendre Sj un peu moindre que l’angle de projection 0. 
Ainsi , dans notre exemple, $ doit être un peu moindre 
que 45°, ce qui est fort loin, comme on voit, de 74°. 

56. — La quantité a étant donc prise d’nne manière con- 
venable suivant les différents cas , on aura 

^=(4 + «p)rfp. 

dont l’intégrale est 

dp (4-fctp)*— Ç» 

dx 2°t 

Si nous appelons toujours h' la hauteur due à la vitesse au 

• a 

sommet, nous aurons C*=l — Faisant ensuite 

t-fap=s, 

et intégrant, on trouve 

*<*— ■ C) + *y = 2 L • 

57. — Pour faciliter le calcul de ces formules, on verra 
d’abord quelle valeur il convient de donner à a; on fera 
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oc 

grossièrement ^=sin.*X, d’où résulte C=cos. X. Connais- 
sant ainsi à peu près la valeur de C, on prendra pour C les 
deux ou trois premières figures de cos. on en conclura 
aussitôt n=h' (1 — C) (l-(-C). De celte manière C aura tou- 
jours une valeur exacte et commode; on donnera à z ou 
1 -j- «/J la valeur qui convient à peu près à l’angle de chute. 
La première équation donnera la valeur de x, et la seconde 
celle de y. Si celle-ci cadre avec la hauteur du jet connue 
par la branche ascendante, x fera l’amplitude de la branche 
descendante; sinon , l’erreur et l’angle de chute ou une nou- 
velle supposition serviront à trouver la vraie amplitude. 

" 58. — On peut éliminer * des deux équations précédentes, 
et l’équation de la trajectoire devient 

Mais en faisant 


1— C 

2C ' 


h 


la forme suivante parait plus commode pour le calcul : 


c *+|=-H i + m/ T 


On connaîtra dans cette équation et 8, et on pourra re- 

l 

garder Or comme l’inconnue. 

59. — Gesforniules doivent êtremisestsousune autre forme 
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si n’est pas plus petit que l’unité. D’abord si =1 , ce 

qu’on pourra supposer dans bien des cas, puisque <* n’est 
déterminé qu’à peu près, l’équation devient 


x+h'y=—2L ( 1 — 7 s), 


et la solution en sera extrêmement facile. 

a 

60. — Si « est plus grand que h', on fera ^==l-f t’.ou 

Lt 

plutôt faisant grossièrement — = cos.* ■}, ce qui donnerait 

oc 

6— tang.i}», on prendra pour b les deux ou trois premiers 
chiffres de cette tangente, d’où l’on déduit réciproquement 
*=h’ ( 1 + 6 *). 

Cela posé, l’équation de la trajectoire deviendra, en élimi- 
nant encore z, 


bx 1 . bx 


x -|- a y— — 2L ^cos. ^ sin 


bx\ 


En prenant exactement tang. M =b, le second membre de 
cette équatiou se réduirait à 


or ï bx \ 

2L ( sin. M j 


EXEMPLE. 


61 . — Soit proposé de calculer l’amplitude de la branche 
descendante, en supposant la hauteur du jet ÿ=l,396186 
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el ia vitesse au sommet due à la hauteur h' =0,4007072. 

On pourra supposer comme ci-dessus (44) la densité 
exacte à 45° d’inclinaison , ce qui donnera de même 
a= \/2— 4 et L6=9, 2658539. 

Je conserve ces valeurs pour mieux comparer la méthode 
actuelle avec celle de l’article cité, autrement je prendrais 
6=0,184, puis a=A'(l-f 66). 

D’après ces valeurs je trouve l’amplitude de la branche 
descendante 

x=\ ,147025, 

ce qui cadre fort bien avec le résultat de l’article cité qui est 
1,148719, l’un et l’autre différant fort peu de la vraie am- 
plitude 1,15314. Ces résultats se rapprocheraient encore 
davantage s’ils étaient calculés sur une même valeur de y. 
62. — La valeur que nous avons donnée à a suppose que 

1 

la densité est juste à 45°. A 22° { elle est trop grande de — , 

1 là 

el depuis 45° jusqu’au point de chute elle est trop petite. 
Cette seconde partie de la courbe ne suffit pas pour com- 
penser l’erreur de la première, puisque l’amplitude est en- 
core trop petite. D’où il suit que notre résultat eût été plus 
exact en prenant a un peu plus petit que tang. (22° ^). C’est 
ce que nous avons avancé (55). 

65. — Si dans cet exemple on eût pris «=tang. 57°, 
alin que la densité fût exacte au point de chute, on aurait 
trouvé l’amplitude de la branche descendante x—i, 10577, 
1 

qui diffère de — de la vraie amplitude. On conçoit qu’il 

doit y avoir dans ce cas une erreur sensible, puisque du 
sommet au point de chute la densité est constamment trop 


4# 
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grande, son maximum étant y. Il faut donc nécessairement 

4 

prendre « plus petit que M. le chevalier de Borda ne l’in- 
dique. 


DS QUELQUES CAS OU L’ON PEUT SIMPLIFIER LE CALCUL DE LA 
BRANCHE DESCENDANTE. 


£ : A 


. H. J 


M . . 

* f.’*- r 


64. — Dans la trajectoire hyperbolique dont nous avons 
[tarie ci-dessus considérons particulièrement la branche 
descendante SMB (Jig. 6). Après avoir mené pur le sommet S 
l’horizontale SO, faisons 

SP=x, PM=y, 

l’angle des deux asymptotes—?, 

la distance SO=6, 

l’équation de l’hyperbole sera 

O’V 1 '-i 

y tang. S- j^. 


Nous avons déjà vu que cette courbe serait la vraie trajec- 
toire, en supposant la densité du milieu— | _ V^ +P l! ^ g ^ 

b V'I +PP 

Or il [teut se faire que cette quantité ne varie pas beaucoup 
dans une certaine étendue de la branche SMB. 




t, 'i 


j) • 


f 'T'., 

\ 
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65. L’équation précédente étant différentiée donne 
»+p tang.C=( f -^)‘, 

Mais comme on doit avoir au sommet 
~ = — et la densité = i ; 

donc 


6=5 et tang. Ç = 




D’où l’on voit que les quantités 6 et £ sont absolument 
déterminées; et que l’hyperbole ne représentera assez bien 


la trajectoire que lorsque la densité 


Vl + p tang. g 

V * -1- pp 


sera 


peu variable. 

66. La densité est vraie lorsque l’inclinaison est £, ou 
lorsque p = tang. Ç. 

Depuis le sommet jusqu’à ce point la densité est trop 
grande, et son maximum , lorsque p — tang. JÇ , est 


t / !-{— CQ8.Ç . 

V 2 cos l. 

Depuis le point où l’inclinaison est Ç jusqu'à l’infini, 
la densité est trop petite ; c’est au calculateur à voir dans 
les différents cas si la valeur de Ç est telle , relativement 
à l’angle de chute, qu’il puisse espérer une compensation 
suffisante entre les erreurs. Si cela est, on pourra cal- 
culer l’amplitude plus simplement que par aucune autre 
méthode, en résolvant l’équation 


4 A’ 


y= 


XX 

3— t’ 


DISSERTATION 87* LA BALISTIQUE, 


4 
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dans laquelle on mettra pour y la hauteur du jet trouvée 
par la branche ascendante. 

exemple : 

67. Soit , comme ci-dessus , 

A’ = 0,4007072, 

on aura 

L tang. £= 9 , 7277659 » 
et 

C=a8Vi 

c’est donc à 28* 7' d’inclinaison que la densité sera vraie. 

A là°3' le maximum de densité = 1 Mais, de- 
puis le point de 28°7' jusqu’au point de chute, la densité 
diminue continuellement, d’où il est à présumer que l’am- 
plitude sera trop grande; aussi, en prenant^ = 1,396186, 
comme nous l’avons trouvée par la branche ascendante 
(62), et résolvant l'équation 


g— ^ = y tang. Ç = 0 , 7459486 , 

on trouve 

x= 1,168763 ; 

résultat un peu trop grand, mais qui approche beaucoup 
de la vraie amplitude 1,15814. Si l’on ajoute cette va- 
leur de x avec l’amplitude de la branche ascendante 
trouvée (52), on aura, par cette méthode mixte, l’ampli- 
tude totale 

3,196144 
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plus approchée de la vraie amplitude 8,196567 que tout 
ce que nous avons trouvé jusqu’à présent 11 y a sans 
doute un peu de hasard dans cette approximation ; nous 
savions cependant que l’amplitude de la branche ascen- 
dante était trop petite, que l’autre était trop grande, d’où 
il était naturel de conclure qu’en les ajoutant, les erreurs 
se détruiraient en partie. Dans d’autres cas, on pourra 
réussir tout aussi complètement. 

68. L’hyperbole ordinaire ne satisfaisant à la ques- 
tion que dans un certain nombre de cas particuliers, con- 
sidérons une hyperbole quelconque représentée par l’é- 
quation 

„ à»+‘ b 

La densité nécessaire pour la décrire sera 

n +J_ 

« + a y'i-f-p tang. g 

b ' s'i-i-pp 
et comme on doit avoir au sommet 

dp i 

dx 2 h' ’ 


et la densité = 1, 
on fera 

b =«4-a 
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Il faudra donc examiner si l’on peut donner à n une va- 
leur telle que 

«+* 

V i ~j~P ta»g- g 

V>+PP 

ne soit pas trop variable depuis le sommet jusqu’au point 
de chute. Si cela est, on mettra pour y, la hauteur du 
jet, et l’on résoudra par les fausses positions l’équation 


y tang.£ = 


n (b — x) n 



69. Si l’on suppose n infini, la densité devient ~=À=., 

vH - pp 

et l’équation précédente se change en celle-ci : 


x-\-ïh'y—e* — î , 


équation à la logarithmique qui est, par conséquent, une 
limite des hyperboles de tous les genres. La densité sera 
constamment trop petite dans cette courbe, et, par con- 
séquent, l’amplitude trop grande. Néanmoins, si l’angle 
de chute n'est pas fort grand, on voit que la densité sera 
sensiblement constante, surtout vers le sommet, ce qui 
donnera l’amplitude assez exactement. 

70. Çans notre exemple, l’angle de chute étant de 74", 
la formule précédente serait trop défectueuse ; aussi , en 
faisant 1,396186, et li = 0,400707, on trouve 


x = 1,199485, 
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résultat trop grand , mais qui n’est cependant pas fort 
loin de la vraie amplitude 

i , 1 53 1 4* 

71. Si l’on suppose » plus grand que l’unité , on con- 
çoit qu’on aura des résultats moyens entre celui de l’hy- 
perbole ordinaire et celui de la logarithmique. Ainsi, en 
faisant n = 2, on trouve, dans notre exemple, x = 1 ,1 775. 

72. Si l’on suppose n plus petit que l’unité, mais po- 

sitif, l’amplitude diminuera à mesure que » sera plus 
petit Ainsi, dans notre exemple où l’hyperbole ordinaire 
donne un résultat trop grand parmi les valeurs fraction- 
naires de n, il y en aura une qui donnera le vrai résul- 
tat Soit n = { , on trouve» ; 

x— î , 16127 

qui se rapproche de la vraie amplitude. Soit n ft, on 
trouve 

x — 1 , i5i8, 

qui ne diffère presque plus de la vitesse , et qui paraît 
s’en écarter dans un autre sens. Il y aurait d’autres cas 
où, en diminuant n, même à l’infini, on ne ferait qu’ap- 
procher du vrai résultat, sans y tomber juste. 

73. Enlin, si l’on fait n infiniment petit, l’équation de 
l’hyperbole devient 

* -f A’y = — 2L (i — *), 

autre espèce de logarithmique qui est la seconde limite 
des hyperboles de tous les genres. La densité nécessaire 
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pour la décrire est — fi ■■ ; aussi, retombe-t-elle pré* 

V i + pp 

cisémcnt avec celle que nous avons trouvée (59). L’am- 
plitude qui en résulte dans notre exemple est 1,148615. 
Elle se trouve un peu plus juste que celle du n°61 par les 
raisons que nous avons déjà alléguées (62). 

ÉQUATION DE LA TRAJECTOIRE, LORSQUE L’aNGLE 
DE PROJECTION EST PETIT. 

74. Les méthodes précédentes, surtout la seconde, 
approchent d’autant plus de la vérité , que l’angle de pro- 
jection est plus petit. Mais comme cette supposition ne les 
simplifie pas, je donnerai d’autres formules suffisamment 
approchées et plus faciles à calculer. Pour cela, je pren- 

1 

drai la densité = ===, quantité qui variera 

C08. é V( 1 +PP) 

fort peu , si p reste toujours assez petit. On aura donc 
d’où résulte 

ax cos.0 

p = tang. » 1 . - (eêôïTj — t J 

r ° aàcos .t 

çt 

y = H- ' + rrsr.) * - î* — )• 

75. Si l’on nomme X l’amplitude de la tranche ascen- 
dante, et Y la hauteur du jet, on aura 

X=cos. fl I. ( i -f- 24 sin.f), 

Y =5 (i -4- 'a 4 sin. < ) —r ; — sin. (. 

1 1 a4 cos. S 
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On trouvera l’amplitude totale en faisant 
y=o, 

et résolvant l’équation 


<jj - 

(1 + 2/1 sin. l ) =s — 1. 

COS* 6 

70. Ces formules sont fort simples ; mais pour se pro- 
curer une plus grande exactitude, lorsque l’angle de pro- 
jection ne sera pas si petit , il sera bon de calculer sépa- 
rément la branche descendante. On cherchera donc la 
hauteur due à la vitesse au sommet, par la formule or- 
dinaire 


1 1 , sin. t 

h' Acos.*« ' cos. J < 


Ltang. (45° + ’ t), 


et l’on résoudra l’équation 

i+aA'y = e* — m; 

dans laquelle on mettra pour y la hauteur du jet trouvée 
par la branche ascendante. Cette équation est déduite de 
la formule générale (7â) , en faisant « = 0 , et changeant 
le signe de y : d’ailleurs elle s’accorde parfaitement avec 
celle que nous avons trouvée (69) pour la limite des 
hyperboles. 

77. Quant au degré de précision de ces formules , il 
sera d’autant plus grand que l’angle de projection sera 
plus petit. Dans la branche ascendante , la densité 
croîtra depuis le point de projection où elle est 1 , jus- 
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qu’au sommet où elle est Ainsi , l’amplitude de 

cette branche et la hauteur du jet seront trop petites. Si 
l’on calcule tout d’un coup l’amplitude totale, la branche 
descendante se trouvera affectée de deux erreurs ; 1“ parce 
que la vitesse au sommet est trop petite ; 2° parce que la 
densité est trop grande , depuis le sommet jusqu’au point 
où l’inclinaison est l , comme au point de projection ; 
elle diminue, à la vérité, dans le reste de la branche 
descendante, mais pas assez pour procurer une exacte 
compensation. Cette méthode donnera donc les portées 
trop courtes ; mais, en calculant séparément la branche 
descendante, on rectifie la vitesse au sommet, et comme 
en même temps la densité devient trop petite dans toute 
la branche descendante, l’amplitude en est augmentée, 
ce qui pourra corriger l’erreur de la branche ascendante. 
On voit, par ces raisons, que pour obtenir une grande 
approximation de ces nouvelles formules, il ne faut pas 
supposer l’angle de projection plus grand que 15 ou 20°, 
et il faut avoir soin de calculer séparément la branche 
ascendante et la branche descendante. 

exemple 1. 

78. Pour voir cependant quelle serait l’erreur de cette 
méthode, si on l’appliquait à de plus grands angles de 
projection, nous prendrons, comme à l’ordinaire, h — 10 
et « = 45°. On aura l’amplitude totale en résolvant l’é- 
quation 

(i + 10 Va) Æ\/2 = e I v / ï— i, 

qui donne 

* = 3,94045. 
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Or, la vraie amplitude est 3,195567. 

Ainsi , cette méthode donne la portée trop courte d’en- 
viron ri. Mais, si nous calculons séparément la branche 
ascendante et la branche descendante, nous aurons une 
plus grande approximation. L’amplitude de la branche 
ascendante sera 1,92155 , et la hauteur du jet 1,35032 ; 
quantités trop petites l’une et l’autre : cependant la hau- 
teur du jet ne diffère de la vérité que d’environ y 0 . On 
trouvera toujours, par ce moyen, la hauteur du jet plus 
approchée que l’amplitude de la branche ascendante, 
parce que la densité n’est sensiblement défectueuse que 
vers le sommet , ce qui influe peu sur la hauteur du jet. 
Pour avoir maintenant l’amplitude de la branche descen- 
dante, on résoudra l'équation 

ah'y-\-i =e T — x, 

dans laquelle h’ = 0,400707 ety = 1,35032, on aura 
donc x = 1,18346 et l’amplitude totale 3,10501, qui 
n’est pas fort éloignée de la vraie amplitude 3,195567 ; 
elle est encore trop petite d’environ fo 

Nous obtenons, par ce moyen, l’amplitude et la hau- 
teur du jet avec une approximation presque égale , et qui 
suffirait dans bien des cas. 

EXEMPLE 2. 

79. Si la méthode précédente n’éloigne pas beaucoup 
de la vérité, lorsque l’angle de projection est de 45°, 
elle doit être infiniment plus approchée lorsque l’angle 
de projection est petit Pour nous en assurer plus positi- 
vement, nous supposerons h — 10 et «= 10°. On trou- 
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vera d’abord l’amplitude de la branche ascendante 
X = 1,475293 , et la hauteur du jet Y = 0,161389. 
L’amplitude totale se trouvera directement en résolvant 
l’équation 

r 

(i -4- aosin.io 0 ) — - — = e cM.io» __ 

' 1 ' cos. 10° 

d’ou résulte 

^ 7 ^, 3 , 499989 » et *=3,462003. 

Nous savons d’avance que ces résultats sont trop pe- 
tits; il faut voir de combien ils le sont. 

80. Je calcule ces quantités par la troisième méthode, 
et je trouve 

X = 1,4780 37 , Y=o,i6i56o. 

Il n’y a donc que ,4 ô de différence sur l’amplitude et 
-~ 0 sur la hauteur. 

L’erreur doit être un peu plus grande , parce que la 
méthode troisième suppose aussi la résistance trop 
grande. Mais le maximum de la densité n’étant que de 

1 - r J- 0 , on voit que le point de comparaison dont nous 
nous sommes servis ne peut pas être sensiblement éloigné 
de la vérité. 

81. Pour vérifier l’amplitude totale, je calcule séparé- 
ment la branche descendante, en résolvant l’équation 

2 h ’y + 1= e* — x , dans laquelle h' = 2,1854 et 
y — 0,161660. Je trouve x = 0,992896 , quantité qui 
doit être un peu trop grande. Ajoutant l’amplitude de la 
branche ascendaute 1,478037, qui est un peu trop pc- 
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tite, j’en conclus l’amplitude totale 2, 470933 qui doit être 
fort approchée. Mais, en se servant de la méthode troi- 
sième n° 58, on trouve 25=0,991577, d’où résulte l’am- 
plitude plus exacte 2,409614. 

82. Donc , si l’on calcule directement l'amplitude du 
jet par la méthode du n“ 75, on trouve le résultat 
5,462002 trop petit de 

Si, en suivant la même méthode, on calcule séparé- 
ment la branche descendante, l’amplitude qui en résulte, 
2,467750 est trop petite de seulement Quant à la 
hauteur du jet, 0,161389, elle est trop petite aussi d’en- 
viron r ^ î . 

CALCUL DES TABLES. 

83. C’est d’après ces différentes méthodes que nous 
avons calculé les tables qu’on trouvera à la fin de ce 
mémoire. Nous aurions bien désiré les rendre plus 
complètes, en ajoutant le temps de mouvement, l’angle 
de chute, et surtout la quantité dont l’amplitude aug- 
mente lorsque la densité diminue. Mais ces différents ob- 
jets exigeant un travail immense, et le temps prescrit par 
l’Académie étant près d’expirer, nous n’avons pu l'en- 
treprendre. 

Si l’on examine les différences de nos résultats, on trou- 
vera qu’elles n’ont point l’uniformité qu’elles devraient 
avoir, si tous les calculs étaient faits sur une même for- 
mule. C’est que nous nous sommes servis de différentes 
méthodes, suivant les différents cas. En général, l’am- 
plitude et la hauteur du jet sont exactes, à moins de 
souvent à moins de Les hauteurs des jets sont trop 
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petites jusqu’à environ 45°; il en est de même des am- 
plitudes de la branche ascendante. Mais l’amplitude to- 
tale est tantôt trop grande, tantôt trop petite; ce qui oc- 
casionne des irrégularités dans les différences, sans que 
le calcul en soit moins juste. 

84. Nous aurions pu, sans beaucoup de peine, aug- 
menter considérablement le volume de ces tables, en les 
interpolant de degrés en degrés, et de dixièmes en dixiè- 
mes pour les valeurs de h; mais ce travail n’en aurait pas 
eu plus de mérite. Nous avons mieux aimé présenter ces 
résultats, tels que nous les avons trouvés, indépendam- 
ment les uns des autres. D’ailleurs ces tables ne sont en- 
core qu’une pure spéculation, jusqu’à ce que l’expérience 
nous apprenne si la résistance est simplement propor- 
tionnelle au carré de la vitesse, ou si elle renferme d’au- 
tres termes dont nous n’avons pas tenu compte. Mais, 
quand même notre hypothèse serait conforme à l’expé- 
rience , il faudrait toujours avoir égard à la diminution 
de densité dans la partie supérieure de la trajectoire, di- 
minution qui est très-sensible dans plusieurs cas de la 
balistique. 

COMPARAISON DES MÉTHODES PRÉCÉDENTES AVEC CELEE 
DE MM. LE CHEVALIER DE BORDA ET BFZODT. 

85. Nous avons déjà vu (55 et suiv.), en adoptant la 
méthode de M. le chevalier de Borda, par la branche 
descendante, que cette méthode donnait l’amplitude avec 
une exactitude suffisante, pourvu qu’on prît « autrement 
que ce savant géomètre. Car, en prenant * de manière à 
faife coïncider les densités extrêmes, il en résulte dans 
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l’exemple (61 à 63) ^ d’erreur sur l’amplitude ; erreur 
qu’on peut diminuer considérablement en attribuant à 
« la valeur convenable. Quant à la méthode de M. le che- 
valier de Borda pour la branche ascendante, elle suppose 

la densité représentée semblablement par On 

V 1+PP 

peut voir les formules de l’auteur dans les mémoires de 
l’Académie des sciences de Paris pour l’an 1769 ; il suf- 
fira d’en présenter le résultat dans notre exemple. 

Lors donc que h = 10 et ( = 4 5°, on trou ve, par cette mé- 
thode, l’amplitude de labrancheascendanteX =1,998064, 
et la hauteur du jet Y = 1,381746. 

Or, les vraies valeurs de ces quantités, du moins celles 
que nous savons être très-proches des véritables, sont 
X = 2,042423; Y = 1,3975. Il y a donc environ ± d’er- 
reur sur l’amplitude et ^ sur la hauteur ; d’où il résulte 
que ces formules approchent moins de la vérité que cel- 
les de notre troisième méthode (51). Un seul exemple ne 
suffirait pas pour tirer cette conclusion ; mais si l’on com- 
pare les deux formules de densité 

+ et 1 - t 1 

V»-f- pp \Ji + pp' 

on verra facilement que la dernière est la moins varia- 
ble. M. le chevalier de Borda propose d’abord une autre 
méthode pour calculer la trajectoire dans toute son éten- 
due; c’est la même que nous avons donnée pour les petits 
angles de projection (74). 

86. M. Bezout, dans son Cours de mathématiques 
à l’usage de l’artillerie (tom. IV), prend une route 
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différente. Il représente la trajectoire par l’équation 

dx = ~ , et détermine les coefficients a et b, de sorte 

b—ap 

que la vitesse initiale et la vitesse au sommet soient les 
mômes que dans la vraie trajectoire. La densité que cette 

méthode suppose est ■ _ — quantité qui varie depuis 

V 1 +PP’ 

a cos. 6 jusqu’à a dans la branche ascendante, et encore 
plus dans la branche descendante. Ces variations, qui 
sont fort sensibles lorsque l’angle de projection est un 
peu grand, nuisent beaucoup à l’exactitude de cette 
méthode. Il est vrai que la valeur de a, qui est entre 

j 

1 et , sert en partie à corriger les erreurs. Mais 

il y a un grand inconvénient à supposer la densité trop 
petite au point de projection ; la moindre diminution en 
ce point peut influer beaucoup sur le reste de la trajec- 
toire. Aussi la méthode de M. Bezout donne-t-elle les 
portées sensiblement trop grandes. 

87. Sans rapporter les formules de l’auteur , nous 
nous contenterons d’en indiquer le résultat. Lorque 
h = 10 et « = 45°, elles donnent l’amplitude de la bran- 
che ascendante X = 2,198969 , et la hauteur du jet 
Y = 1,519316; quantités trop grandes, l’une de , l’au- 
tre de — . L’amplitude totale se trouve par la môme mé- 
thode de 3,403946, qui ne diffère que de -fr de la vraie 
amplitude 3,195567. D’où il suit que l’erreur sur la bran- 
che descendante est moindre que sur la branche as- 
cendante. 

88. La méthode de M. Bezout a beaucoup d’analogie 
avec la méthode que nous avons donnée pour les petits 
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angles de projection ; elles coïncideraient entièrement si 
M. Bezout eût pris 


1 



Et comme nous avons trouvé dans le même exem- 
ple (78) 


X= 1,92155 


et 


Y=i,35o3a, 


il est clair que notre méthode a de l’avantage sur celle de 
M. Bezout pour la branche ascendante. Quand on cal- 
cule directement l’amplitude du jet, sans connaître la 
branche ascendante, la méthode de M. Bezout donne 
3,403946, et la nôtre 2,94043 ; ainsi le désavantage est 
de notre côté. Cela vient de ce que la vitesse au sommet 
n’est pas exacte dans notre méthode comme dans celle 
de M. Bezout ; aussi nous avons averti que cette méthode 
ne devait être employée que pour de petits angles de 
projection, ou du moins qu’il fallait la rectifier en cal- 
culant séparément la branche descendante. Il en résulte 
alors pour l’amplitude totale 3,10501, et l’erreur est deux 
fois moindre que celle de M. Bezout. Il en est de même 
de la hauteur du jet, qui est deux ou trois fois plus exacte 
par notre méthode. 

89. Comparons encore ces méthodes lorsque l’angle de 
projection est plus petit; elles doivent l’une et l’autre 
approcher davantage de la vérité. Je prends, comme au 
n° 79, 4=10 et f=10°;il en résulte, suivant M. Bezout, 
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l'amplitude de la branche ascendante X = 1,503883, 
la hauteur du jet Y = 0,164635, 

et l’amplitude totale = 2,506753. 

Ces différentes valeurs sont trop grandes de ce qui 
est fort loin du degré d’exactitude de notre méthode (82). 


MANIÈRE d’avoir ÉGARD AU CHANGEMENT DE DENSITÉ. 

90. Les boulets de canon pouvant s’élever jusqu’à 8 
ou 900 toises dans l’atmosphère, on conçoit que dans la 
partie supérieure de leur trajectoire , la résistance doit 
être sensiblement diminuée. Il faudra donc apporter 
quelques changements à nos formules , si nous voulons 
avoir égard à cette diminution de densité. 

91. Ici la première méthode ne nous est d’aucun se- 
cours , car l’équation 

» 

e‘ = i-j-.,., etc., 

sur laquelle elle est fondée , n’est vraie que pour le pre- 
mier élément de la trajectoire. On en aurait, à la vérité, 
une semblable pour les éléments suivants ; mais il fau- 
drait changer à la fois h, k et 6 , ce qui produirait beau- 
coup de complication et fort peu d’exactitude. Au con- 
traire , la seconde méthode (30) s’applique ici tout natu- 
rellement. Il n’y a que la quantité * à changer dans la 
formule 

H- «P 1 
V«+p*‘ 
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On supposera toujours que la densité est 4 au sommet : 
alors k , qui jusqu’à présent a représenté l’unité , sera 1 
1 

au sommet et - au point de projection , a étant la den- 
sité à ce point. On aura par ce moyen 

_ A COS. t — COS. 

" sin.'fl ' 


et il faudra avoir attention de déterminer li suivant l’unité 
supposée. Le calcul fait, on changera, si l’on veut, les 
résultats, en prenant pour unité la valeur de k au point 
de projection. On éviterait ce changement d’unités , en 


donnant à la densité la forme 




, et déterminant 


yi + p 1 

les coefficients », p , de manière que la densité fût 1 au 


point de projection, et i au sommet. Mais l’exemple sui- 
vant fera voir qu’il n’y a pas d’inconvénient à laisser les 
formules trouvées telles qu’elles sont. 


EXEMPLE. 

92. Je suppose que la densité au sommet est à la den- 
sité au point de projection : : h : 5 , et supposant toujours 
h = 10 k, t = â5°, je cherche l’amplitude du jet. 

Si la quantité variable k est supposée 1 au sommet, sa 

valeur au point de projection sera ~ ; on aura donc 
h = 8, a — ^ et « = ^2 — 1. 

DISSERTATION SUR LA BALISTIQUE. 5 
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Puis, calculant Painpütude du jet comme au n° 39, 
on trouvera x = 2,695152. Mais si l’on prend pour unité 
la valeur de k au point de projection, en sorte que la 

densité soit 1 à ce même point et § au sommet, il fau- 

5 

dra multiplier la valeur de x par ± , et l’on aura l’ampli- 
tude x = 3,368940. 

93. Lorsque la densité est constante, l’amplitude 

1 

=s 3,195567, d’où il suit que la densité diminuant de - 

vers le sommet , l’amplitude augmente d’environ ^ dans 
cet exemple. Mais il faut examiner avec quel degré de 

\ 1 et 

précision la formule -■ ■- ■ représente la densité. 

VI + f 

5 

94. Soit la densité 1 au sommet et a ou j- au point de 
projection. Dans la branche ascendante, il faut que la 

5 

densité décroisse continuellement depuis - jusqu’à 1 ; un 

maximum ou un minimum troublerait l’exactitude de 
nos formules. Or, effectivement le minimum de la for- 
mule aurait lieu , si l’on pouvait avoir 

Vl +7 j2 



Mais cette quantité est négative, dans le cas présent, où 
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Dont la densité décroit continuellement depuis le point 
de projection jusqu’au sommet, ce qui convient parfaite- 
ment à notre hypothèse. Ainsi , nous pouvons être sûrs 
que la branche ascendante et la vitesse au sommet seront 
déterminées très-exactement dans notre exemple. 

1 1 COS * 0 

Mais si l’on avait a < — - — - — , la densité décrot- 

2 cos. t 

trait trop rapidement jusqu’à son minimum , qui serait 
plus petit que l’unité. Néanmoins ces petites inégalités 
n’empêcheraient pas que la branche ascendante ne fût 
calculée assez exactement. 

95. Quant à la branche descendante, elle suppose la 
densité trop grande dans toute son étendue, puisqu’à 45° 
d’inclinaison, ce qui est encore loin du point de chute, 

5 

la densité est - , comme au point de projection. Il ne 

faut pas croire cependant qu’en vertu de cette cause l’am- 
plitude soit fort augmentée ; comme la densité sera tou- 
jours vraie dans une étendue sensible vers le sommet , il 
n’y aura que l’extrémité de la trajectoire de défectueuse, 
et c’est celle qui influe le moins sur l’amplitude. Au reste, 
on pourrait, pour plus d’exactitude, calculer séparément 
la branche descendante, en prenant une valeur plus pe- 
tite de «. 

96. Essayons maintenant si la troisième méthode ne 
nous mènerait pas au même butd’une manière plus simple. 

D’abord la formule 


i i 

V 1 — *v v'* + pp’ 

> 

qui représentait la densité dans la branche ascendante , 
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peut s’appliquer au cas où la densité est variable. Au lieu 
de prendre 

« = sin. t cos. 4, 

on fera en sorte que la densité soit a au point de projec- 
tion , ce qui donnera 


— **~ C0S - I< 

“ ~ a j tang. t ' 

Le maximum de la densité aura lieu , lorsque 



d’où il suit que si 



il n’y aura point de maximum, et la densité décroîtra 
continuellement depuis le point de projection jusqu’au 
sommet. 

5 

Dans notre exemple 4 = A5° , a = - , ce qui donne 



donc il n’y aura pas de maximum , et la densité sera re- 
présentée exactement par notre formule. Il en serait de 
même si t était plus petit. Mais si l’on avait, par exemple, 
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J 

6 = 60°, quel que fût a, * serait plus petit que , et 

par conséquent il y aurait à la fois un maximum et un 

5 

minimum. Dans le cas présent, où a — ^ , le minimum 

aurait lieu à 52° d’inclinaison ; il serait 0,984. Le maxi- 
mum répondrait à 17°, et serait 1,035. Au reste, si la 
densité paraît diminuer assez rapidement, pour qu’à 52° 
d’inclinaison elle soit déjà moindre qu’au sommet, la 
portée n’en doit pas être fort augmentée ; car il faut que 
le projectile parcoure environ la moitié de l’amplitude 
de la branche ascendante , avant que sa direction soit 
changée de 8°. Ces inégalités ne doivent donc pas faire 
craindre de grandes erreurs, et n’empêchent pas que notre 
méthode ne soit admissible pour des angles de projection 
même au-dessus de 60°. 

97. Comme on a substitué la valeur de * dans les for- 
mules du n° 51 , et que cette valeur est maintenant diffé- 
rente , voici celles qu’il convient d’employer: 

A* — COS. 

* — — — . 

a 1 tang. « 
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98. Ces formules donneront l’amplitude de la branche 
ascendante et la hauteur du jet. Pour calculer l’amplitude 
de la branche descendante, il faut commencer par déter- 
miner la hauteur h’ due à la vitesse au sommet. Nous la 

trouverons par la valeur ^ au sommet, et nous au- 

dæ 

rons (51) 

t _ i — C 

a A' ï * ' 

Hais la formule de la seconde méthode (33) nous donnera 
plus exactement cette valeur de et, mettant la valeur 
de «qui lui convient, nous aurons 


t » 

h'~ h cos.^ 


-f-| tang, t + 


a a sin. t 
3 cos. V 


La raison pour laquelle nous préférons cette valeur de A’, 
c’est que la formule 

V» + P* 

ne change pas sensiblement vers le sommet, ce qui est 
plus conforme à la vraie densité. Il faut avouer qu’il y a 
sur cet élément un peu d’incertitude ; car il ne suffit pas 
que la densité diminue depuis le point de projection jus- 
qu’au sommet, d’une quantité donnée, il faut encore 
connaître la loi de cette diminution , et chaque loi que 
l’on supposera donnera un résultat différent pour la vi- 
tesse au sommet. Si l’on était scrupuleux là-dessus , on 
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pourrait calculer les densités qui répondent à différentes 
valeurs de y , et voir dans quelle hypothèse la diminution 
de densité serait plus exactement proportionnelle à y. 
C’est cette hypothèse qu’il faudrait admettre. 

99. Cela posé , nous représenterons la densité dans la 

branche descendante par , et pour qu’elle soit x 

V* -h PP 

au point de chute où je suppose p = m, il faudra prendre 
X \/ a •+■ m* — « 

a = 

m 

Mais comme la densité a un maximum , qui est y'i -j- «« , 
lorsque p — «, il faut faire en sorte que « ne soit pas trop 
grand , afin que yt -j-«« n’excède pas a. Dans les cas où 
« serait trop grand, il faudrait prendre pour m la tan- 
gente d’un angle moindre que l’angle de chute, et il n’y a 
pas d’inconvénient. On pourrait encore diminuer x ; mais 
la meilleure manière, lorsque x est sensiblement au-dessus 
de l’unité, c’est de supposer yT -f- ** =x,ou«f=yx l — 1. 

Ainsi , dans notre exemple , x étant on prendra «■= jjj. 

Puis elle diminuera jusqu’au point de chute , où elle sera 
à peu près 1 comme au sommet Par ce moyen , l’ampli- 

3 

tude sera diminuée depuis p = 0 jusqu’à p — - ; et elle 

sera augmentée dans le reste de la courbe ; d’où résultera 
une espèce de compensation. Il paraît cependant que 
l’amplitude sera trop petite, et qu’on ferait encore mieux 
de prendre « un peu plus petit. En effet, la deusité, de- 
puis le sommet jusqu’au poiut de chute, se trouvera tou- 
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jours comprise entre les limites 1 et - , comme on le 

U 

désire; mais elle sera la plus grande dans les points qui 
ont le plus d’influence sur l’amplitude. 


exemple : 

100. Les mêmes choses étant supposées qu’au n° 92, 
je trouve par les formules précédentes (97) l’amplitude 
de la branche descendante 


X = 1,699183, 


et la hauteur du jet Y= 1,151767. 
Ensuite la formule du n° 98 me donne 

^7=2,761844; 


et comme », suivant le n° précédent, doit être ou un 
peu moins, je prends b = 1 (n* 60). Il en résulte * = 2 h 
et l’équation à résoudre pour trouver l’amplitude de 
la branche descendante est 

0,834056 + x = — 2 

1 \ sm. 45° ) 

Je trouve x — 0,996730 , 

et, par conséquent,- l’amplitude totale = 2,695913. 
J’augmente ces résultats de * , afin d’avoir leurs valeurs, 
en prenant pour unité le k du point de projection, et 
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j'ai l’amplitude de la branche ascendante 2,123979; 

La hauteur du jet 1,439709; 

L’amplitude de la branche descendante 1,245912; 

L’amplitude totale 3,369891. 

On voit que l’amplitude s’accorde parfaitement avec celle 
que nous avons trouvée par l’autre méthode (92). Cet 
accord vient, non de l’exactitude parfaite des deux mé- 
thodes , mais de ce qu’elles s’écartent de la vérité dans 
le même sens , car elles donnent toutes deux l’amplitude 
trop petite ; et, si nous sommes sûrs qu’elles approchent 
beaucoup de la vérité, nous ne pouvons pas cependant 
dire que ce soit à près. 


REMARQUE. 

101. M. Bezout, dans son Cours d'artillerie (pag. 445), 
donne une méthode pour avoir égard au changement de 
densité : 11 suppose que la trajectoire a pour équation 


dx — 


— dp 
A — Bp’ 


A et B étant des constantes; mais il en résulte que la 
densité 


dip B 

dpds~ ^T+pp’ 

, i - . •*.(*. * t f» - Y ' IBRr •• i_: - ■ 

• 

quantité qui, bien loin de diminuer vers le sommet, est 
au contraire la plus grande en ce point. M. Bezout dé- 
termine les constantes A et B , de manière que la vitesse 
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initiale soit ce qu'elle doit être, et que la vitesse au som- 
met soit due à une hauteur H. 11 désigne par D et D' 

les densités au point de projection et au sommet, et par 
II la hauteur due à la vitesse au sommet , dans le cas 
d’une densité uniforme D. Cette hypothèse n’est appuyée 
sur aucun fondement certain , et il paraît que l’auteur ,* 
en se servant de l’équation 

rftang.H*.[G— tang. (J séc. H -f- 1 cot. H.Ltang. (45°-HH)], 


n’a pas fait attention qu’elle supposait la densité con- 
stante, puisqu’elle résultait d’une intégration. M. Bezout 
calcule séparément la branche descendante, mais suivant 
les mêmes principes qui nous paraissent vicieux. 

Nous avons voulu voir jusqu’à quel point ces suppo- 
sitions éloigneraient de la vérité. En conséquence , nous 
avons calculé la trajectoire de l’exemple précédent par la 
méthode de M. Bezout, nous avons trouvé 


L’amplitude la branche ascendante 2,5615 

La hauteur du jet 1,733 

L’amplitude de la branche descendante 1,1312 

L’amplitude totale 3,6927. 


D’où il suit (100) que la hauteur du jet est trop forte 
d’un cinquième, et que l’amplitude est environ trois fois 
plus éloignée de la vérité que celle qu’on aurait , en sup- 
posant la densité constante et la même qu’au point de 
projection. 
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FORMULES POUR DÉTERMINER LE TEMPS. 

102. La seconde méthode , où nous avons supposé la 

densité = * "h a P ne nous p ermet pas d e déterminer 

V 1 + P ! 

l’expression du temps, car la formule dpdx=z — gdt 1 
donnant 

dt \g = y — dpdx; 

si l’on substitue la valeur de dx (33), on a 

dt \g = -~ r d L. .. , 

■ s/b-f-I?' 

quantité qui n’est point intégrable par les méthodes con- 
nues. Heureusement que la troisième méthode (47) est 
plus traitable; mais il faut calculer séparément le temps 
de la montée et celui de la descente. 

TEMPS PAR LA BRANCHE ASCENDANTE. 

103. On aura (51) 



Soit 

Vi — *p — G — 


S 
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= + C )d*t 

d’où résulte 

Vï = *(j + C “) - a + 

Appelant donc T le temps de la montée, on aura 

^ Vî=ï - (nârt + c ) • 

La quantité g est 30,2 pieds , mais on aura soin de la 
réduire à la même unité que h, et alors T exprimera des 
secondes. 


exemple 1. 

104. Je suppose 4=10, é= 45% et le milieu d'une 
densité uniforme, ce qui donne 

• = sin. « cos. « = 

i 

Soit de plus l’unité k = 3750 pieds , en sorte que la 
vitesse initiale, qui est due à la hauteur 10 k, soit d’en- 
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viron 1500 pieds par seconde. Pour trouver le temps de 
la montée, on fera 

_ 3 o,a 
9 ~ 3750 ’ 

et l’on trouvera 

T = i4',94- 

EXEMPLE 2 . 

105. Si l’on suppose que la densité diminue à mesure 
que le corps monte , en sorte qu’elle ne soit plus que £ 
au sommet, tout restant d’aiileurs comme dans l’exemple 
précédent , on prendra 




parce que l’unité change, et 


4 3o , 2 
9 ~~ 5 ' 3^50 


par la même raison ; d’où l’on conclura 
T = i 5 , 3 g. 

.S0 

TEMPS PAR LA BRANCHE DESCENDANTE. | 




106, La densité étant 




1 + *P 

V* + pp’ 
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on i (66) 

dp _ (î + upY — G* 
dx a* 

Donc 

V(* + *P)‘ - G 1 

et en intégrant 





, - 4- *p 4- V(» +_g) L 
» + V» — c 1 


-)■ 


formule qui donnera le temps de la descente en mettant 
pour p la tangente de l’angle de chute. 


EXEMPLE i. 

107. Soit, comme au n“ 61, 

«t = \/â — î , p = lang. 74°, G 1 = — o,o337i, 

30 2 

soit de plus g = — jr , la densité étant constante, on 

O / JU 

aura t = 21', 03. 

La vitesse étant moindre, il n’est pas étonnant que le 
temps de la descente soit plus long que celui de la mon- 
tée; les deux temps réunis donnent 36' en nombres 
ronds. Si l’on voulait plus de précision, il faudrait cher- 
cher une valeur plus exacte de l’angle de chute. 
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EXEMPLE 9. 

108. Pour calculer le temps de la descente, lorsque la 
densité diminue de f au sommet, on prendra la même 

30 2 

valeur qu’au n° 100; on supposera de plus g = et 

p = tang. 74°, ce qui donnera t = 22',43. 

Donc, la diminution de la densité augmente le temps 
total d’environ l',8. 


FORMULE DU TEMPS LORSQUE L’ANGLE DE PROJECTION EST PETIT. 

109. Dans ce cas nous avons (74) 

dp __ i ~ 

dx aAcos. 1 »; 6 ’ 

donc 

dtiJzgh — _ J. 

* cos .6 

d’où l’on tire 

x 

t^gh = e te "-l — « 1, 

formule très-simple , qui donnera t en secondes, si l’on 
exprime g avec la même unité que 4. 


EXEMPLE 

110. Soit, comme au n° 79, 

h — IO, I = 10*. 
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soit de plus l’unité k — 3750 pieds. 

Si on demande le temps total du mouvement, on fera 
x — 2,462, et l’on trouvera 


t = ia',4i • 


exemple 2. 

iil. Soit encore k= 3750 pieds, 4=10, mais# = 45”. 
Si on prend l’amplitude trouvée (78), savoir : 

* = a,94> 

on trouvera 

t = 38', 8G. 


Or, nous avons trouvé 36' par une méthode plus 
exacte. On voit donc que la formule précédente déter- 
mine le temps d’une manière assez approchée , même 
lorsque l’angle de projection est grand , pourvu qu’on 
substitue pour x l’amplitude trouvée tout d’un coup par 
l’équation du n* 75; car si l’on eût substitué pour x la 
vraie amplitude 3,196, il en serait résulté t — 42’ 91, ce 
qui est trop éloigné de la vérité. 


DE l’angle DE LA PLUS GRANDE PORTÉE. 


112. Cet angle est de 45“ dans le vide, mais il est 
moindre dans un milieu résistant, et d’autant moindre, 
que la résistance est plus grande. On en jugera mieux 
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par les tables ci-après que par les formules prolixes que 
nous pourrions produire à ce sujet. Ainsi, lorsque h = 9, 
ou lorsque la résistance initiale vaut neuf fois le poids 
du corps, on voit que l’angle de la plus grande portée est 
entre 30 et 35°, mais plus près de 35. 

On trouvera facilement par les interpolations, que cet 
angle est de 32° 55' et que la portée correspondante 
= 3,2439. 

EXPÉRIENCES SUR LES PORTÉES DES BOMBES ET DES BOULETS. 

113. Si nous avions une suite d’observations exactes 
sur les portées des pièces d’artillerie, nous pourrions 
maintenant décider si la résistance est simplement pro- 
portionnelle au carré de la vitesse, ou si elle renferme 
quelque autre terme dont nous n’avons pas tenu compte. 
Dans le cas où notre supposition serait suffisamment 
d’accord avec l’expérience, les tables que nous avons 
dressées seraient des tables de balistique telles que l’Aca- 
démie paraît les désirer. Il resterait à les étendre et à les 
interpoler pour d’autres valeurs de h, à fixer l’unité pour 
différents calibres et à y ajouter quelques éléments pour 
en rendre l’usage plus commode. Nous connaîtrions en 
même temps la force de la poudre et la résistance de 
l’air avec plus d’exactitude qu’on n’a pu les déterminer 
jusqu’à présent. Mais toutes ces connaissances nous man- 
quent à la fois, faute d’observations sur lesquelles on 
puisse compter. La force de la poudre est si variable, 
elle dépend de circonstances si minutieuses, qu’avec tou- 
tes les précautions possibles , les portées sous le même 
angle et avec la même charge diffèreut souvent entre 

DISSERTATION BÜB LA BAUSTIQCE. g 
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elles d’un dixième, et quelquefois plus. Il faudrait donc 
une quantité prodigieuse d’épreuves, pour avoir quelque 
degré de certitude sur leur résultat; et quand même on 
aurait des tables dressées avec toute l’exactitude possi- 
ble , on pourrait toujours craindre dans la pratique un 
vingtième d’erreur sur les portées. 

114. Les tables qui suivent sont tirées du cours d’ar- 
tillerie déjà cité; elles renferment plusieurs épreuves fai- 
tes à La Fère en 1740 et 1771. On en a de plus récentes, 
et sur différents calibres ; mais les angles de projection 
sont trop petits pour qu’elles nous soient de quelque 
utilité. 

I . 

TABLE I. 

Panées d’tme pièce de 24 chargée à 9 livres de poudre , 
le diamètre du boulet étant de 5 po. *. 


| Angle 

de 

projection. 

Portée. 

Angle 

de 

projection. 

Portée. 

1° 1 1 ' 

5oo toises 

3o® 

1910 toises 

4 

820 

35 

2020 

i5 

i6?5 

4o 

2o5o 

20 

1740 

45 

2200 

35 

1825 
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• TABLE II. 

Portées d’une pièce de 24 chargée à 8 livres | de poudre , 
le diamètre du botdet étant 5 po. f. 


Angle 

de 

projection. 

Portées observées dans plusieurs 
épreuves. 

Portée 

moyenne. 

Temps. 

5 ° 

Toises. 

898 — 910 

927 — 91G 

Toises. 

94 o 

7' 

10 

1199 — 1218 

1237 — 1273 

1232 

l°ï 

i 5 

i 4 g 5 — i 588 

iGüo — 1669 

l600 

* 5 * 

20 

i 656 — 1689 

1780 — 1796 

I 72 G 

*9 

25 

1740 — 176G 

i 8 o 5 — 1909 

i 8 o 5 

20 

3 o 

1843 — 1877 

1945 — 2000 

1924 

24 S 

55 

1859 l 852 

1871 — 19G0 

1881 

27 

4 o 

i 85 i — 1915 

19G7 — 2001 

2023 

1951 

32 ^ 

43 

2146 — 2 i 63 

2176 — 2210 

2221 

3i83 

34 

45 

1955 2032 

2040 — 2094 

2167 

2o58 

34 

5 o 

1952 — 1972 

1980 — 2000 

1976 

3G 

6 o 

*497 — *584 

1689 — 17GG 

i63i 

43i 

70 

1123 1194 

1371 — i35i 

1235 

4G 

75 

882 — 885 

910 — 917 

899 

4 »! 
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TABLE III. 


Poi'tées de bombes du poids de 142 livres et de 11 p. 40 lig. de 
diamètre, jetées par une charge de poudre de 3 tiv. 


Inclinaison. 

Portées observées. 

Portée 

moyenne. 

Temps. 

10* 

■ 

Toises. 

221 — 228 

249 — 257 

Toises. 

239 

4' 

20 

394 — J98 

424 — 44» 

4.4 

7 j 

3o 

45 1 — 492 

5 i 6 — 507 

499 

10J 

4» 

544 — 569 

574 — 577 

575 

568 

*4f 

43 

5oG — 5oq 

5 1 7 — 544 

543 

524 

.‘4 

45 

489 — 490 

5o5 — 554 

536 

5i5 


5 o 

48i — 488 

507 5 l 2 

497 

l6 

Go 

424 - 448 

457 — 457 

447 

» 9 ï 

?° 

3 97 — 328 

349 — 349 

53 1 

23 

75 

256 — 261 

265 — 298 

270 

22 


''Va.,.- 
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115. Il ne faut pas un examen bien rigoureux pour 
voir que ces expériences ne sont point d’accord entre 
elles, et qu’il en faudrait un bien plus grand nombre 
pour répandre quelque lumière sur les objets qui nous 
intéressent. Tant qu’on ne trouvera pas moyen de rap- 
procher davantage les expériences les unes des antres, il 
n’y a que le nombre de ces résultats qui puisse suppléer 
à leur exactitude. Ainsi pour travailler' d’une manière 
utile à la perfection de la balistique, il faudrait faire de 
cinq en cinq degrés cent épreuves au moins pour le 
même calibre, afin que la portée moyenne sous chaque 
inclinaison fût exacte à un centième près. On observe- 
rait que tout fût égal dans ces expériences, même l’état 
de l’atmosphère, s’il était possible. Si les résultats s’ac- 
cordaient pour un calibre avec notre théorie, il suffirait 
pour les autres calibres de faire des expériences sembla- 
bles sous deux inclinaisons différentes, par exemple sous 
10 et sous 35 degrés. La théorie achèverait les tables 
pour d’autres degrés d’inclinaison. 


MESURE DE LA RÉSISTANCE SUIVANT NEWTON. 

110. Supposons, avec Newton, que la résistance d’un 
globe est la moitié de celle qu’éprouve son grand cer- 
cle, et que la résistance d’une surface plane est égale au 
poids d’une colonne d’air qui a pour base la surface 
choquée, et pour hauteur la hauteur due à la vitesse. 
Nous savons que cette mesure réussit assez bien pour les 
petites vitesses auxquelles Newton a soumis les globes; 
on peut donc s’en servir jusqu’à ce qu’on en connaisse 
une meilleure. Soit a le diamètre du projectile, S sa densité, 
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S 1 celle de l’air, * le rapport de la circonférence au dia- 
mètre, la résistance absolue sera 

1 » a 1 i'u 1 

“ • “7 — • • 

2 4 2 

Divisant cette quantité par la masse du globe, on aura 
la force retardatrice 


2 ? U 1 

8 * 7*0 


que nous avons nommée ci-dessus donc 



c’est la quantité que nous avons prise pour unité dans 
nos formules. 

117. De là on pourrait déduire ce théorème de M. le 
chevalier de Borda : 

t Si les hauteurs dues aux vitesses de projection sont 
« comme les diamètres des boulets , les portées sous des 
« angles égaux seront comme ces mêmes diamètres, et 
t les trajectoires seront semblables. » 

118. Lorsqu’on voudra avoir égard à la diminution de 
densité dans la partie supérieure de la trajectoire, on 
calculera grossièrement la hauteur du jet Y et l’on cher- 
chera la densité qui convient à cette hauteur. Mais, sans 
consulter des tables de densité, il suffira, pour cet objet, 
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d’employer la formule de M. Daniel Bernoulli, qui donne 
pour la densité à la hauteur Y, 

3700 

3700 + Y ’ 

la densité à l’horizon étant 1 , et Y exprimant des 
toises. 


CALCUL DES ÉPREUVES DE LA TABLE 1. 

119. Le diamètre du boulet étant de 5 pouces et la 
densité de l’air étant environ 6047 fois moindre que celle 
du fer fondu, on aura 

k = 610 toises. 

11 faut voir d’après cette unité quelles sont les va- 
leurs de h qui peuvent donner les amplitudes observées. 
Je rejette d’abord la portée sous 45°, parce qu’elle est 
trop éloignée des autres, et je réduis celles-ci en unités 
de 610 toises. Ainsi la portée sous 40° devient 3,36, et la 
valeur de h qui donne cette portée est, suivant nos tables, 
10,68 à peu près. Calculant de même les valeurs de h. 
qui donneraient les autres portées, Je trouve 


0 

0 

— 

— h =io,68 

55 

— 

— A = 9»!)7 

3o 

— 

— h — 8,21 

!|5 

_ 

— A — 

20 

— 

— 4 = 7,80 

i5 

— 

— h = 8,;);» 
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La différence de ces résultats tient sans doute à bien 
des causes, mais principalement à l’inexactitude des ex- 
périences et à l’erreur qu’il peut y avoir dans la valeur 
de k. On pourrait croire d’abord qu’une partie de ces 
différences doit être attribuée à la diminution de densité 
dont nous n’avons pas tenu compte, mais alors les valeurs 
de h devraient croître continuellement depuis la portée 
de 15“ jusqu’à celle de 40. Or elles commencent par dé- 
croître sensiblement. 

120. Puisque la diminution de densité n’explique pas 
I es différences que nous trouvons dans les valeurs de h, 
changeons l’unité, et, au lieu de 610 toises, supposons 

k — go5, 

nous trouverons, suivant les différents degrés d’incli- 
naison, 

r _ ( _ ' ' • 

4o — — h — 3,4 2 

35 — — h — 3,28 

3o — — h — 3,oi 

25 — - — h = 3,02 

20 — — h — 3, a3 

i5 — — h — 3,8a 

valeurs qui s’accordent entre elles un peu moins mal que 
les précédentes. On voit par là quelle incertitude il y a 
sur la vraie mesure de la résistance et sur la vitesse de 
projection. 
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121. Si, dans l’hypothèse de A; = 610 toises, on prend 
le milieu des valeurs de /», on trouvera 

h — 8,895 = 54a6 toises. 

'• 'J 

Calculant d’après cette valeur les portées sous diffé- 
rents degrés d’inclination, on trouverait des résultats qui 
cadreraient à peu près avec les portées observées, ou du 
moins qui ne s’en écarteraient pas plus que ces portées 
ne s’écartent entre elles. C’est ainsi qu’en a usé M. Be- 
zout dans son cours d’artillerie; mais il n’y a rien à con- 
clure de ces approximations. 

122. En effet si l’on suppose k = 915 toises, ce qui 
diminue la résistance d’un tiers, nous avons vu qu’on 
satisfaisait mieux aux expériences. Or, la valeur moyenne 
de h qui en résulte est 3,30 ou 3019 toises. Voilà donc 
la valeur de h réduite presqu’à la moitié, et cette seconde 
hypothèse est plus vraisemblable, puisqu’elle cadre 
mieux avec l’expérience. Dans le premier cas la vitesse 
initiale aurait été de 1400 pieds par seconde, dans celui- 
ci elle n’est plus que de 1050. 

123. La seule conséquence que je tirerai de là, c’est 
que la vitesse initiale d’un boulet de 24 n’est peut-être pas 
aussi considérable qu’on l’a cru jusqu’à présent; et ce 
qui peut confirmer ce soupçon, c’est que l’angle dê la 
plus grande portée ne paraît pas être fort au-dessous de 45°. 
La vitesse initiale étant plus petite qu’on ne la supposait, 
on aura moins à craindre que la résistance n’augmente 
prodigieusement par la pression de l’atmosphère sur la 
partie antérieure du globe, et nos tables s’accorderont 
d’autant mieux avec l’expérience. 

124. Je n’entrerai pas dans d’autres détails sur les e*- 
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périences que j’ai rapportées. Celles de la table II ne 
s’accordent pas plus que celles de la table I, et celles de 
la table III, qui ne sont pas beaucoup plus exactes, sup- 
posent une vitesse initiale un peu plus petite que dans les 
tables ci-après. Il aurait fallu prolonger celle-ci en don- 
nant à A les valeurs 0,8 ; 0,0, etc. 

126. Si l’on avait une suite d’expériences exactes, voici 
comment il faudrait s’y prendre pour les calculer. On choi- 
sirait, par exemple, les portées sous 35 et 10° ; après avoir 
pris leur rapport, on chercherait dans la table la valeur 

de A ou de ^ qui donne le môme rapport, on aurait aus- 
sitôt les valeurs absolues de A et de k. On verrait ensuite 
si ces valeurs donnent les autres portées conformément à 
l’expérience ; mais, pour plus d’exactitude, il faudrait tenir 
compte de la diminution de densité. Une première ap- 
proximation ferait connaître assez exactement la hauteur 
du jet, et par conséquent la quantité dont la densité di- 
minue à cette hauteur. On chercherait donc suivant cha- 
que angle de projection la partie de l’amplitude qui est 
due à la diminution de densité, et retranchant cette par- 
tie de chaque portée observée, les restes seraient les vraies 
amplitudes dans l’hypothèse d’une densité constante. 

On chercherait ensuite une nouvelle valeur de ^qui y sa- 
tisfit, et delà résulteraient les valeurs absolues de h et 
de k beaucoup plus exactement que par le premier cal- 
cul ; mais il faudrait que les valeurs trouvées par deux 
portées choisies satisfissent à toutes les autres, sans quoi 
l’hypothèse de résistance qui sert de base à nos calculs 
serait fausse. 

Télies sont les recherches que je soumets au jugement 


Digitized by Google 



SUR LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES. 91 

de l'Académie; elles auraient été plus dignes d’être pré- 
sentées à cette illustre compagnie, si l'expérience m’eût 
fourni des secours suffisants. 


APPENDICE. 


I. Sur ta trajectoire dans les milieux dont la résistance est 
partie constante et en partie proportionnelle au carré de 
vitesse. 


ti * 

126. Si la résistance , outre la partie ^ proportion- 
nelle au carré de la vitesse, contenait une partie con- 
stante *g, les équations du mouvement seraient (3) 

tlxdp = — gdO 


'(*)—(&■ ■»)* 


Je divise la seconde par $ , et mettant, au lieu de ~ 
v dt dt 


et —, leurs valeurs — — — , et - — , j’ai l’équa- 
« - V 1 + PP V V 1 *f PP 

tion 


pdp , 

1 * dP ) 

i dp 


S/i + PpJ 

agit ' V , -j - pp 
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qui, étant intégrée & la manière des équations linéaires, 
donne 

(«* — 0 ( l + pp) 

3 c [vfî -f pp) — p] 2 “ -f p V( -f- pp) — «pp — - 

2a 

On déterminera la constante C par cette condition, que 
u= V = y/ Ig h , lorsque p = tang t. 

Cette intégrale est donc algébrique, excepté dans le 
cas de «— o, comme ci-dessus, et dans le cas de «=± 1. 
127. L’équation 

‘(ÎMa+*)v 

peut être encore mise sous la forme 

fdx\ ' dx ds , adp 

\lt) ’ dt^ ik + ^X+pp‘ 

d’où résulte l’intégrale 

v y- ' • » "• 

dx ■ 

A S’ == (p+v l +ppr- e **» 

dans laquelle 
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Ces deux intégrales combinées donneront 

' JT5£f«l • =* c - [V(i + PP) + pp] iu ( W(* + PP) - *PP — ~) ’ 

D’où l’on pourra calculer la trajectoire par parties, 
comme dans la méthode première (17). 

128. Si la partie constante de la résistance était égale 
à la moitié du poids du corps, on aurait «— et l’équa- 
tion précédente se simplifierait beaucoup; elle deviendrait 

«•= I-ippEÂ -E c '+p' + («- - 

et les valeurs séparées de dx et dy seraient intégrales. 

129. On pourrait employer ces formules pour déter- 
miner le mouvement d’un projectile dont la vitesse ini- 
tiale serait de plus de 1200 pieds, dans l’hypothèse que 
la résistance serait alors augmentée de toute la pression 
de l’atmosphère sur la surface antérieure du globe. Ce 
surcroît de résistance serait représenté par *g\ il cesse- 
rait d’avoir lieu lorsque la vitesse serait réduite à 1200 
pieds , et alors on reprendrait les formules ordinaires. 

Au reste, ces déterminations seraient encore bien hy- 
pothétiques; 1° parce que, en supposant un vide der- 
rière le corps , la pression de l’atmosphère ne peut pas 
agir lorsque l’air lui-même est en mouvement , comme 
elle agit lorsque l’air est en repos; 2° parce que la vitesse 
du corps devenant moindre que 1200 pieds, on ne peut 
pas supposer qu’il y ait tout d’un coup équilibre entre 
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les pressions de l’atmosphère sur les deux surfaces an- 
térieure et postérieure. Ces difficultés seraient beau- 
coup moindres, si la vitesse initiale des boules était, 
comme nous le soupçonnons, sensiblement au-dessous 
de celle qu’on leur attribue. Il en résulterait aussi que 
la résistance de l’air n’est pas si considérable; et ce qui 
peut le faire présumer, c’est que l’air ne pouvant s’é- 
chapper latéralement en assez grande quantité, fuit de- 
vant le corps et diminue la pression du reste de la 
masse. 

II. Sur la trajectoire dans les milieux dont la densité à la 

hauteur ÿ, est — ? — . 

a + y 

130. Cette hypothèse de densité convient parfaitement à 
l’atmosphère, surtout pour les petites hauteurs auxquelles 
s’élèvent les boulets, on fera alors a— 3700 toises, si j ex- 
prime aussi des toises (118). Si dans l’équation générale 

CL \ 

kddp == dpds, on substitue - , ■ , au lieu de ^ , on 
aura ■ ^ 

, f 

-J- ÿ^Jddp = dpds —dpdx\\-\-ppt 
d’où l’on tire, en intégrant, 

( 1 +|)^=^+îPV 1 +W + i I *(p+V I +WPÎ“l c f 
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et la constante sera 


tang^j i_ 

a "“A cos. 


sin. t 
cos. i t 


L tang. (45° -j- 10* 


Mais 

dp_ 9( l +PP) 

dx u 2 * 

de là on déduit 

„■ (■ + S)(-+pp) 

29 c — — — P Vi + PP — L(p+v» + pp) 

<c 


C’est la hauteur due à la vitesse en un point quelconque, 
en prenant toujours pour unité la valeur de k au point 
de projection. 

131. Représentons l’équation trouvée par 



P étant une fonction connue de p , on aura, en séparant. 


donc 


dy pdp 

.+ * 

1 a 

* n 
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d’où fl suit que la trajectoire peut se construire par les 
quadratures. 

132. Nous ne nous arrêterons pas aux conséquences 
qu’on pourrait déduire de ces formules, nous observe- 
rons seulement que la hauteur h', due à la vitesse au 
sommet s’exprime fort simplement par la formule 


a tang.*« 
h ,t= a 


i 

h cos. s 0 


+ 


sin.0 

cos.’J 


Ltang.(45°-H«). 


Les quantités qui y entrent sont assez connues par ce 
qui précède. Cependant nous rappellerons que la valeur 
de k est 1 au point de projection et a au sommet ; donc 

A 

la densité est 1 au point de projection et A au sommet; 
connaissant la hauteur du jet Y et la densité au sommet 
* on connaîtra a par l’équation 


A = i 4- - , ou vice versa. 

‘ a’ 

Appliquant cette formule à l’exemple n° 100, on trouvera 
que la valeur de U‘ est d’environ yj plus grande que nous 
ne l’avions supposée alors d’après les formules du n° 98. 
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TABLES 

pour déterminer le mouvement d'un projectile dans un milieu 
d’une densité uniforme , la résistance étant proportionnelle 
au carré de la vitesse. 


(Voyet l’article 85.) 

TABLE I. h — i. 


Angles 

de 

Project”. 

Amplitude 
de la 
branche 
ascendante. 

Hauteur 

du 

jet. 

Hauteur 
due ù la vi- 
tesse 

au sommet. 

Amplitude 
de la 
branche 

•y, 

descend". 

Amplitude 

totale. 

5° 

o,j6oi 

0,0072 

0,8454 

0,1519 

0 , 3 l 20 

JO 

o, 2 q 36 

0,0272 

0,7217 

0,2676 

0 , 56 i 2 

i5 

0,4029 

0,0577 

0,6196 

o ,3558 

0,7588 

20 

o» 49>9 

0,0971 

o, 533 o 

0,4223 

0,914a 

25 

o, 55 g 5 

0 ,l 432 

O 

GO 

0,4711 

1,0006 

3 o 

0,6078 

0,1945 

0,3923 

o, 5 o 4 o 

1,1119 

35 

o, 637 9 

0,2494 

o ,3336 

0,5233 

1,1612 

4 ° 

0,6507 

o, 3 o 65 

0,2807 

o, 53 o 2 

1,1809 

45 

0,6474 

o ,3647 

0,2328 

o ,5253 

1,1727 

5 o 

0,6289 

0,4227 

0,1892 

0,5096 

i,i 586 

55 

0,5966 

0,4800 

0,1496 

0,4834 

1,0800 

6o 

o,55 1 4 

0,5362 

0,1139 

0,4466 

0,9981 
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TABLE U. h = 2. 


Angles 

| (le 
Project*. 

Amplitude 
de la 
branche 
descend 1 *. 

Hauteur 

du 

jet. 

Hauteur 
due ù la vi- 
tesse 

au sommet. 

Amplitude 
de la 
branche 
descend'*. 

Amplitude 

totale. 

5 ° 

°> 2 979 

0,0157 

1,4727 

0,2711 

0,5691 

i° 

°,5 194 

0,0498 

i»i 494 

0 , 445 a 

0,9626 

| i 5 

0,6864 

0,1028 

0,9275 

o, 56 oo 

1,2464 

ao 

o, 8 i 5 o 

0,1 685 

0,7654 

0,6393 

1,4545 

25 

0,9064 

0,2445 

0,6355 

0,6943 

1,6006 

5 o 

0,9672 

0,0270 

o, 53 12 

0,7278 

‘.6949 

55 

1 ,0006 

0,4 1 4° 

0,4439 

0,7456 

1,7442 

40 

1,0090 

0,5007 

0,3690 

0,7442 

1,7555 

1 45 

0,9954 

0,5943 

o, 5 o 54 

o,73i 1 

1,7265 

5 o 

0,9612 

0,6847 

0,2454 

0,7052 

1,6665 

55 

0,9086 

0,7743 

0,1937 

0,6670 

1,5756 

Go 

0,8395 

o ,8634 

0,1470 

o, 6 i 55 

i ,4548 



Digllized by Google 


























SUR LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES. 


99 


TABLE III. h = 5. 


Angles 

de 

projeet 0 . 

Amplitude 
de la 
branche 
ascendante. 

Hauteur 

du 

jet. 

Hauteur 
due à la vi- 
tesse 

au sommet. 

Amplitude 
de la 
branche 
descend 1 *. 

l ■ ■ , 1 

Amplitude 

totale. 

5 » 

0,419° 

0,0196 

i,g 566 

0,3678 

0,7868 

10 

0,7000 

0,0693 

' 1,4320 

0,5703 

1,2735 

i 5 

o, 9 o 53 

0,1 4ou 

1,1117 

0,6975 

1,6028 

ao 

i,o 558 

0,2265 

0,8919 

0,7800 

1,8358 

' 20 

i,i 58 i 

o, 3 a 38 

0,7295 

0,8327 

1,9908 

5 o 

1,2326 

0,4287 

0,6020 

0,8628 

2,0854 

35 

1,204a 

o ,5385 

0,4989 

0,8743 

2,1280 

4 o 

1,3567 

oj 65 o 7 

o,4iai 

0,8696 

2 ,ia 63 

45 

•t 

l,2Ô5l 

0,7638 

0,3576 

0,8002 

3,o855 

5 o 

1,1863 

0,8760 

0,2724 

0,8175 

2 , 0 ü!x> 

55 

1,1184 

0,9884 

0,2147 

o, 77 >9 

1 ,8900 

6o 

i,o 5 ai 

1 , 1 004 

o,i 635 

0,7130 

«, 744 ’ 

- i 
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TABLE IV. A «B 4. 


Angles 

de 

projeet". 

Amplitude 
de la 
branche 
ascendante. 

Hauteur 

du 

jet. 

Hauteur 
duc à la vi- 
tesse 

au sommet. 

Amplitude 
de la 
branche 
descend'*. 

5*2 

0,5270 

0 , 025 1 

2 , 34 i 5 

o ,4485 

10 

0,8577 

o,o 865 

1,6335 

0,6682 

i 5 

1 ,o 836 

0,1718 

1,3343 

0,7988 

20 

1,2478 

0,2747 

0,9739 

0,8799 

25 

i ,3556 

0,3892 

0,7876 

0,9300 

3 o 

1,4206 

o, 5 i 16 

0,6454 

0,9563 

35 

1 , 449 » 

o, 65 89 

0,5319 

0,9608 

4 o 

1,4454 

0,7686 

0,4378 

0,9545 

45 

i, 4 i 33 

0,8988 

0,3577 

0,9306 

5 o 

i ,5558 

1,0285 

0 , 288 a 

0,8925 

55 

1,2759 

1,1572 

0,2271 

0,8400 

60 



1 , 1 763 

1 ,2866 

0, 1 73 o 

0,7758 


Amplitude 

totale. 


0,9755 

i, 5 a 59 

1,8824 

3,1377 

a,a 856 
3,3769 
3,41 29 
2^999 

2,3459 

3,2483 

3,1 iGl 

1,9520 
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TABLE V. h = 5. 


Amplitude 
de la 
branche 

a 

ascendante, 

Hauteur 

du 

jet. 

Hauteur 
due à la vi 
,tcsse 
au sommet 

Amplitude 
de la 
branche 
descend'*. 

Amplitude 

totale. 

0,6244 

0,o502 

2,6544 

0,5171 

I,i 4 i 5 

o, 99>4 

0,1018 

1,7835 

0,7466 

i, 738 o 

i,a34i 

0,1996 

1,3217 

0,8777 

2,1118 

1,4074 

0 , 3 1 63 

i,o 3 o 7 

o ,9564 

2,5638 

i, 5 i 8 i 

°>4449 

0,8272 

i,oo 34 

2,5ai5 

i, 58 a 3 

o, 58 i 8 

0,6745 

1,0266 

2,6089 

1,6072 

0,7233 

o ,5538 

i,o32S 

2,6400 

1,6978 

0,8671 

0,4547 

1,0181 

2,6159 

1 ,558 

1.01 1 1 

0,3710 

0,9905 

2*5486 

1,4916 

i,i 543 

0,2986 

0,9473 

2,4388 

i,4oiG 

1,2966 

0 , 235 a 

0,8917 

2,2955 

1 , 2908 

i,44oo 

0,1792 

0,8227 

2,h55 
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TABLE VI. h = G. 


Angles 

de 

project°. 

Amplitude 
de la 
branche 
ascendante. 

Hauteur 

du 

jet. 

Hauteur 
due à la vi- 
tesse 

au sommet. 

Amplitude 
de la 
branche 
descend'*. 

Amplitude 

totale. 

5 » 

o,?i 3 i 

o,o 349 

2,9142 

0,5765 

1,2896 

ÎO 

1,1691 

0,1 158 

1,9000 

0,81 15 

1,9206 

i 5 

1 ,3643 

0,2244 

1 ,3872 

o, 94>7 

2,8060 

20 

i, 544 o 

o, 355 o 

1,0724 

1,0162 

2,5602 

25 

i, 656 i 

o, 4937 

0,8559 

i,o 588 

2 , 7*49 

3 o 

1,7189 

0,6426 

0,6953 

1,0770 

3 .7959 

35 

1,7402 

0,7965 

0,5695 

i,o 832 

2,8234 

4 o 

1,7255 

0,9519 

0,4668 

1,0694 

2,7949 

45 

>56791 

1,1075 

o, 38 o 4 

i,o 338 

2,7129 

! 5 o 

1,604s 

1.2619 

o, 3 o 6 o 

0,9851 

2,5899 

55 

i, 5 o 6 o 

1 , 4*55 

1,2409 

0,9372 

2,4532 

Go 

i ,5858 

1 j 5 /û 5 

0, 1 836 

0,8620 

2,2478 
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TABLE VII. A — 7. 


Angles 

de 

project". 

Amplitude 
de la 
branche 
ascendante. 

Hauteur 

du 

jet. 

Hauteur 
due à la vi- 
tesse 

au sommet. 

Amplitude 
de la 
branche 
descend**. 

Amplitude 

totale. 

5 ° 

0,7946 

0,0393 

3 ,i 333 

0,6287 

1,4233 

10 

l, 3 l 4 l 

0,1285 

i. 99 2 9 

0,8666 

2,0807 

i 5 

1 . 479 ° 

0,2468 

i, 438 i 

0 , 995 1 

2,4741 

20 

i ,6633 

o, 384 i 

1,1044 

1,0670 

2,73o3 

25 

1,7760 

0,5390 

0,8777 

1,1111 

2,8871 

3 o 

1,8371 

0,6965 

0,71 10 

1 , 1 267 

2,9608 

55 

1 , 854 g 

0,8606 

o, 58 i 2 

1,1257 

2,9806 

4 o 

i ,8353 

1,0263 

o ,4758 

i,io 54 

. 

2,9407 

45 

1,7829 

1,1918 

0,3874 

1,0690 

2,8520 

5 o 

1,7017 

i, 356 o 

o, 3 i i 5 

1,0247 

2,7264 

55 

1,5951 

1,5192 

0,2452 

0,9629 

2,558o 

60 

1,4667 

1,6840 

0,1868 

0,8900 

2,5567 
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TABLE VIII. /i ie 8. 


Angles 

de 

Project*. 

Amplitude 
de la 
branche 
ascendante. 

Hauteur 

du 

jet. 

Hauteur 
due à la vi- 
tesse 

au sommet. 

Amplitude 
de la 
branche 
descend'*. 

Amplitude 

totale. 

5 ° 

0,8699 

0 ,o 435 

5 , 52 o 5 

0,6750 

1,5448 

10 

1,3091 

0,1 4 o 3 

2,0689 

0,9140 

2 , 225 l 

i 5 

1 , 58 1 5 

0,2675 

1,4788 

1,0407 

2,6222 

20 

1,7692 

o, 4 i 54 

1,1296 

1,1 108 

2,8801 

25 

1,8820 

0,5760 

0,8948 

1,1507 

3,0027 

3 o 

i, 94 i 3 

0,7449 

0,7232 

i,i 654 

5,1067 

35 

00 

*% 

0,9180 

0,6905 

i,i 6 o 5 

5 ,ll 62 

4 o 

>, 9 3, 7 

1,0928 

0,4828 

1,1406 

3,0720 

45 

1 ,8708 

1,2669 

0,0928 

1,1007 

2,9745 

5 o 

i ,7865 

1,4395 

o, 3 1 57 

i,o 545 

2,8408 

55 

1.6729 

1,6111 

0,2485 

0,9809 

2,6568 

Go 

1,5371 

1,7844 

0,1894 

0,9085 

2,4456 
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TABLE IX. h = 9. 


Angles 

de 

project". 

Amplitude 
de la 
branche 
ascendante. 

Hauteur 

du 

jet. 

Hauteur 
due à la vi- 
tesse 

au sommet. 

Amplitude 
de la 
branche 
descend". 

Amplitude 

totale. 

5 ° 

0,9399 

0,0475 

5,4824 

0,7164 

1 ,6563 

10 

1,5957 

0,1D12 

2,1320 

0,9556 

2 , 5 i 3 

i 5 

1,6741 

0,2861 

1,5121 

1,0802 

2,7543 

20 

1,8645 

0,4425 

i,i 5 oo 

i,i 483 

5,0128 

25 

1 > 977 ° 

0,61 15 

0,9085 

i,i 855 

3,1625 

3 o 

2,0044 

0,7887 

0,755 1 

1,1990 

3,2355 

35 

2,0457 

0,9700 

0.5976 

1,1931 

5,2388 

4 o 

2,0175 

1,1027 

0,4884 

1,1700 

3,1875 

45 

1.9547 

1 ,5346 

0,5972 

1 , 1 5 13 

3 ,o 86 o 

5 o 

1,861a 

1,5147 

0,3191 

1,0785 

2,9400 

55 

1,7418 

1,6937 

0 , 25 l 1 

1,0112 

2, 753o 

60 

1,0994 

1,8745 

0,19*4 

0,9297 

2,5291 
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TABLE X. h = 10. 


Angles 

de 

Project”. 





Amplitude 
de la 
branche 
ascendante. 

Hauteur 

du 

jet. 

Hauteur 
due à la vi- 
tesse 

au sommet. 

Amplitude 
de la 
branche 
descend'”. 

1 ,oo 53 

o,o 5 i 3 

3,6236 

0,7539 

1,4780 

0,1616 

2 ,i 854 

0,9916 

1,7587 

o, 3 o 35 

1 ,5398 

i,n 5 o 

1,9511 

0,4675 

1,1669 

1,1806 

2 ,o 63 i 

0,6441 

< 69*99 

1,2157 

2,1 185 

0,8288 

0,7411 

1,2279 

2,1269 

1,0176 

o, 6 o 56 

1,2196 

2,0948 

1,0274 

o, 49 a 9 

1,1955 

2,0424 

1,3975 

0,4007 

i,i 55 i 

1,9290 

1 , 585 1 

0,3219 

*j° 99 2 

1 , 8 o 57 

1,7686 

0,2533 

i,o 3 o 5 

1,6552 

1,9362 

0,1900 

0,9460 
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